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GIiRIiS

1. «Inteqral tonliklorin toqribi iisullarla holli»
fonninin mogqsadi magistrlara inteqral tonliklorin toqribi
tisullarla hoallinin  osaslarmi  6yrotmok vo onlarda bu
tsullardan riyaziyyatin miixtolif masalalorinin hollindo
istifado etmok vordislorini  yaratmaqdir.  «Inteqral
tonliklorin toqribi dsullarla holli» fonninin vazifasi bu
Usullarin  nozoriyyesinin ~ fundamental  anlayislarin
oyratmok, miixtolif masalalorin hollino totbiq edilocok
xususi Usullart nazordon kegirmok vo konkret misallar
vasitasi ilo nozori naticonin dogrulugunu magistrlara
catdirmaqdir.

2. Magistrlar inteqral tonliklorin toqribi tisullarla halli
ilo tanig olmali vo onlar1 miixtolif mosalolorin hollinog
totbiq edo bilmalidirlor.

3. Magistrlar inteqral tonliklorin toqribi tsullarla
hallino doarindon yiyalonarak bu Gsullarla hesablama
diisturlarin1 almagi, xotalar1 hesablamagi bacarmalidirlar.
Onlar bu Gsullari  miiqayiso etmoyi, hesablama
texnikasinin genis totbiqini nozoro alaraq inteqral
tonliklorin ~ toqribi ~ holl  dsullar1  G¢lin ~ muasir
programlasdirma dillorindo proqramlar quraraq onlari
kompyuterds realizo etmoayi bacarmalidirlar.

4. Magistrlar inteqral tonliklorin toqribi iisullarla hoalli
zamant hesablama tocriibasindo masolonin qoyulusu,
hesablama  prosesinin  planlagdirilmasi,  hesablama
naticolorinin emal1 kimi vardislora yiyolonmolidirlor.

5. «Inteqral tonliklorin toqribi iisullarla holli» fanni
magistrlara mihaziro vo maggalo dorslorindo | kursun Il
semestrindo 30 saat miihaziro vo 15 saat mosgalo olmaqla
45 saat hacmindas tadris olunur.



1. inteqral tanliklorin adadi halli haqqinda iimumi
mdlumat.

Son dovrlards inteqral tonliklorin toqribi, adadi vo
hesablama texnikasinda holl isullarmin = dyronilmasi
miihiim ochomiyyat kosb edir.

Burada inteqral tonliklor nozariyyasinds todqiq
edilon osas xotti inteqral tonliklor haqqinda iimumi
molumat verilir.

| vo Il ndv Volter inteqral tonliklorini miigayiso edorok
birindon digorino ke¢id niimayis etdirilir, Fredholm
tonliyinin Volter tonliyi ilo alaqasinin sorhi verilir.

Volter tipli inteqral tonliklorin vo adi diferensial
tonliklorin  ekvivalentliyini, birindon digorino kegidi
gOstormaklo onlarin tadgigat oblastlarinin
geniglondirilmasi gostorilir .

Volter inteqral tonliklorin toqribi halli ti¢iin bir ¢ox
ixtisas¢ilar torofindon miixtolif xassoloro malik tisullar
toklif olunmusdur. Bunlardan biri analitik tisullar, digori
1o ododi  tsullardir.  Analitik  disullarin klassik
niimayondasi Pikar ardicil yaxinlagmalari, ododi tisullarin
159 on sox istifado olunan niimayandasi kvadratur tisuldur.

2. Cirlasmis niivalor iisulunun xatti Volter
tonliyinin hsllins tatbigqi.

Diferensial  tonliklorin ~ holl  iisullart  yaxs1
islondiyindon bir ¢ox hallarda inteqral tonliyin ekvivalent
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diferensial tonliys gotirilmasi alverisli olur. Lakin bu kecid
homiso miimkiin olmur vo hor seydon ovval K (X,S)

niivosindon asilidir.
Tutaq ki, [a,b] pargasinda toyin olunmus sonlu

sayda & (), (X),s @ (X) Vo Si(8), B2 (8)errs i (8)
xotti asili  olmayan kosilmoz funksiyalar sistemi
verilmigdir. Biri X, digori isa S doyisonindon asili iki
funksiyanin hasillori comindan diizolon

K (x.5) =§1ai (X)/ (5)

sokilli niivoya cirlagsmis niiva (boliinon, ayrilan niivolor)
deyilir. Niivonin ifadesi II nov xotti Volter integral
tonliyindo yerino yazildigda cirlasmis niivali integral
tonliyi almir. Miisyyon isaromalordon va cevirmolordon
sonra diferensial tonliklor sistemi alinir, baslangic sartlor
tapilir. Bu sistemi holl edorak axtarilan y(X) halli tapilir.

3. Kvadratur iisulun xatti Volter tonliyinin hallina
totbigqi.

IT nov xotti Volter inteqral tonliyinin ododi holli
zamant X vo S doyisonlorinin sonlu intervalda doyisdiyi
gobul edilir. Inteqral tonliyi istonilon iisulla ododi holl
edorkon tonliys daxil olan inteqral sonlu comls avoz edilir.
Comdoki diiyiin noqtolorini vo sabitlori konkret segmoklo
konkret kvadratur dusturlar almag olar.

Inteqrallama par¢asinin uc ndqtaleri interpol-
yasiyanin diiylin noqtoloridirss, parcanin 6zii iso n -1
sayda borabar hissoya boliiniibso, onda miivafiq kvadratur
diistur qapali tip diistur adlanir. Inteqrallama parcasinin uc
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noqtalori interpolyasiyanin  diiylin ndqtalori  deyilss,
parcanin 0zl iso N +1 sayda borabor hissoya boliiniibso,
onda miivafiq kvadratur diistur agiq tip diistur adlanur.
Volter tonliyindo adi masalalordon forgli olaraq
inteqralalti funksiya malum olmur. Ona goro do inteqral
tonliyin holli liclin hans1 kvadratur diisturun secilmasi
niivonin xassosi vo axtarilan hoallin xarakterindon asilidir.

4. Ardicll yaxinlasma iisulunun xatti Volter
tonliyinin hallins tatbiqi.

Burada II ndv xotti Volter tonliyino baxilir. Forz
edilir ki, K(x,s),f(x) (@<x<b,a<s<b) funksiyalar
kosilmazdirler. Baslangic yaxinlagma olaraq ixtiyar1 Y, (X)
(@<x<b) kesilmoz funksiyasi gotiriiliir (xiisusi halda
Yo(x) olarag f(x) sorbost hoddini gétiirmok olar) va
asagidaki ardicil yaxinlagmalar qurulur:

X
Vo 0) = () + 2TK (X,8)yp 2 (6)ds, N =12,... (1)

a
Sonra gostarilir ki, ixtiyari A {c¢iin (1) diisturu ilo
diizolon {y,(x)} funksiyalar ardicilligi yigilir vo limit
funksiyast y*(x) = limy,(x) baxilan tonliyin Yyegano

n—oo

hallidir.

Istonilon n natural adadi iigiin {y, (x)} funksiyalar

ardicilliginin y ¥ (x) hollino y1g1lma siirati
[AM (b -a)I"
n!

Va 00—y (X)] < maxlyo(s) -y (5)],
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diisturu ils toyin edilir. Burada M = max K (x,s)| .
a<x,s<b

5. Qeyri-xatti II nov Volter inteqral tonliyin hallind
kvadratur iisulun tatbiqi.

Xotti tonlikloro analoji olaraq iterasiya tsulunu
miixtolif ndv geyri-xatti tonliklora do totbiq etmok olar.

y(x) = (x)+ K (x,5,y(s))ds (1)

Il ndv geyri-xatti Volter inteqral tonliyi tgiin iterasiya
ardicilliqlart asagidaki qaydada qurulur:

Vo100 = F )+ [K (6,8,y, 6))ds, n =012,....(2)

Qeyd edok ki, xatti tonliklordon farqli olaraq geyri-
xotti tonliklor iiglin iterasiya prosesinin yigilmasi daha
mohdud sinfi ohato edir. Burada (2) diisturu ilo diizalon
{y,(X)} ardicilliginin (1) tonliyinin hallina sanki hor yerds

miitlog vo miintozom yi8ilma sorti verilir. Alinan hollin
sanki har yerds sifra barabar olan funksiya doqigliyi ilo
yeganoliyi isbat edilir.

Daha siirotlo yigilan iterasiya prosesini qurmag
uclin mixtolif Usullar vardir. Burada bu Gsullarin on
ohomiyyoatlilorindon biri II név qgeyri-xatti Volter inteqral
tonliklorinin halling totbiq edilir.

6. Askar va geiipu-amkap ucyJlarin 6s3u
xucycuiiarasapu. Prognoz-korreksiya iisulu va
onun yigilmasimmn tadqiqi.
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Burada askar vo geyri-askar iisullar haqqinda genis
molumat vermoklas, onlarin birinin digerine nazaron Ustlin
cohatlori asaslandirilir.

Molumdur ki, geyri-agkar iisullarin totbiqi zamani bir
cox ixtisas¢ilar  prognoz-korreksiya  sxemlorindon
istifadoyo stiinliik verirlor. Bu sobobdon do, burada
prognoz-korreksiya  tisulunun = miixtolif ~ variantlar
hagqinda molumat verilir, geyri-agkar tsullara prognoz-
korreksiya sxeminin totbiqi niimayis olunur vo onlarin
yigilmasi tadqiq edilir.

7. Sabit omsall coxaddimli iisullarin bazi xiisusi
hallarinin Volter tipli inteqral tonliklorin adadi
halling tatbigqi.

Inteqral tonliklorin totbiq saholori genislondikdon
sonra malum oldu ki, bir ¢ox masalalorin halli zamani xatti
model tonliyin holli vasitosindon istifado etmok miimkiin
deyil. Buna goro do bir ¢ox alimlor Volter tonliklarinin
geyri-xatti formasinin todqiqini prioritet istiqgamot kimi
togdim edorok bu tip tonliklorin odadi halli {iglin miixtolif
xtisusiyyotloro malik {sullarin qurulmasina istiinliik
verirlar.

Burada ononovi {isullardan forqli olaraq hor
addimda inteqral niivesinin hesablanma isinin naticosi
sabit olan Usul todqiq edilir. Bu magsadls, Il név geyri-
xatti Volter tipli inteqral tonliyin halli iiglin asagidaki sabit
omsalli coxaddimli tisulun qurulmasi verilir:
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K K K k)
2y = 2aifi +h X ¥ BV K Xy X Yasi ), h>0.
i=0 i=0 j=0i=0

Harada ki, o, [)’i(j) (i,j =01,...,k) omsallar1 hor hansi
haqiqi adadlordir.

8. Coxaddiml iisullarin daqiqglik daracalorinin
an boyiik qiymati haqqinda.

Sabit omsalli ¢oxaddimli {isul o zaman dayanigh
adlandirilir ki, onun

Ko
p(A) = _%ai A

xarakteristik ¢oxhadlisinin koklori vahid radiuslu ¢evra
daxilindo yerlogsin vo ¢evro iizorindo tokrarlanan koklori
olmasin.

Tam qiymotli p komiyyatine asagidaki asimptotik

baraborlik 6dandikda
k
Z(ai (Y(x +ih)=f(x +ih)) -
i=0

k .
—h > YK (x +jh,x +ih,y(x +ih))) =0 (")
j=0

sabit omsalli coxaddimli tisulunun darocasi deyilir.
Burada sabit omsalli goxaddimli dayanigh tisullarin
qurulmasi tiglin istifada edilon diisturlar verilir.
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9. Namolum amsallar iisulunun ¢oxaddimh
iisullarin tadqiqins tatbiqi. Omsallar iizarinag
gqoyulan maohdudiyyatlar.

Hor bir iisulun xiisusiyystlori onun omsallarinin
gqiymotlori  ilo  toyin  edilir. ~ Burada  Usulun
o ,[)’i(j) (i, =01,...,k) omsallarinin tapilmasi ligiin xotti
cobri tonliklor sistemi qurulur vo onun hallinin varlig
aragdirilir. Hor bir tisulun tipi homin tisulun omsallarinin

tapilma sxemi ilo toyin edilir. Sabit omsalli ¢oxaddimli
tisullar1 miixtalif sxemlorin kdmoyi ilo qurmaq olar. Buna

goro, ¢oxaddimlt dsullarin ¢, ,Bi(j) (,j=01,...,k)
omsallarinin tapilmasina namoslum omsallar tisulu totbiq
olunur. Bu mogsadls, sabit omsalli ¢oxaddimli iisulun

xtisusi hali asagidaki Volter tipli geyri-xotti inteqral
tonliyin hallina tatbiq edilir

y(x) =y (Xo)+ [K(s,y(s))ds 1)
X0
Vv
Kk k k k o
2aiyni =YXo) X +h X Y 57y (2)
=0 i=0 j=0i=0

usulu alinir.

(2) tisulunun doracasinin p -ya barabar olmasi {igiin
zoruri vo kafi sort homin {lisulun omsallarinin miioyyon
bircins xotti cobri tonliklor sistemini 6domasidir vo bu
sistemdoki tonliklorin say1 p+1-o, mochullarin say1 iso

(k +2)(k +1) -0 borabordir.

10.Bozi konkret adadi iisullarin qurulmasi.
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Burada k=2 oldugda dayanmigli isulun
qurulmasina baxilir. Bu moagsadls, 6nco tisulun omsallarini
tapmaq ticilin cabri tonliklor sistemi qurulur. Ogor sistemin
sifirdan forqgli halli olarsa, onda bu hall vasitasi ilo toyin
olunan tisulun an boyiik deracasi p =4 olur.

Qeyd edok ki, dorocasi p=4 olan iisul yegano
deyil. ,Bi(j) (1, =0,2) omsallarmin  qiymatlorini
se¢moklo burada doracasi p =4 olan miixtalif xiisusiyyatli
usullardan biri qurulur.

11.9dadi iisullarin yi8ilan olmasi iiciin zaruri vo
kafi sortlar.

Yigilan c¢oxaddimli tisullarin omsallart miioyyon
mohdudiyyot sortlorini 6domolidir. Bu sortlori asagidaki
kimi yazmagq olar:

A. o, f .7 (1=01..,k) omsallar1 hor hanst hoqiqi
adadlordir vo ¢ #0.
B. Usulun xarakteristik coxhadlilerinin

p(ﬂ)s_goaig' ; 5(,1)5_%&/1' : p(;t)EgopiﬂHvi

sabitdon forqli ortaq vuruglar1 yoxdur.
C. p21va 6()=0.

12.Sonlu farglar iisulunun Volter tipli inteqral
tonliyin hallina tatbiqi vo onlarin sabit amsalh
coxaddimh iisullarla slaqgasi.
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Burada c¢oxaddimli {isullarin qurulmasina sonlu
forglor sxemi totbiq edilir. Sonlu forqlor Gsulunun dayison
sorhadli inteqral tonliklorin adadi hallina totbiqi tiglin II
nov geyri-xotti Volter tipli inteqral tonliyindo X =X,

qobul edilir vo asagidaki kimi yazilir:

Xn +i
y(xn+i):f(xn+i)+ IK(Xn+iis’y(s))dS 1)
X0
(1=012,..k;n=012,..).
Forz edilir ki, baxilan II név geyri-xatti Volter tipli
inteqral tonliyinin y(X) hoalli hor hansi bir isulla

tapilmisdir. Bu holl baxilan tonlikds nozors alinaraq
miloyyon c¢evirmolor aparildigdan sonra birinci tortib
toromali sonlu forglar tonliyi kimi yazila bilor.

Sonra sonlu forglar tisulunun daqiqliyini géstormok
iiciin doroco anlayisindan istifado  edilir.  Usulun
daracasinin p -ya barabar olmasi ii¢iin onun amsallarinin

0dadiyi zoruri vo kafi sortlor verilir.

Bundan olavo sonlu forglor {isulunu Volter tipli
geyri-xatti inteqral tonliyin hollino totbiq etmoklo sabit
omsalli ¢oxaddimlar iisullarinin bir variantinin alinmasina
baxilir.

13.Yiiksok daqiqgliys malik hibrid iisullarin
qurulmasi vo onlarin amsallar1 iizorind qoyulan
mohdudiyyatlar.

Son vaxtlar inteqral tonliklorin hallinin hibrid tisullari
vasitosi ilo todqiqino elmi odobiyyatda genis yer verilir.
Hibrid Usullar Adams vo Runge-Kutta iisullar1 {izoerindo
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qurulmus, sonra iso ilk dofo 1974-cii ilde Makroglou
torofindon  Volter integral tonliyinin hallina totbiq
edilmisdir. Coxaddimli {isullardan istifadoe etmokla hibrid
tsullarin qurulmasina alimlor XX osrin ikinci yarisinda
baxmuslar.

Burada hibrid disullarin  qurulmasi mogsadilo
asagidaki forqo baxilir:

y(xn+1) _y(xn ) = g(xn+1) _g(xn ) +
+h KL (& Sy ©))s + TK (Xy,0,8,y(6))ds

X0 Xn
harada ki, x, <&, <X, +h . Hibrid tisullarin omsallarinin
0dadiyi miiayyan mohdudiyyat sortlori verilir. Daqiqliyini
gostormok ticlin doraco anlayisindan istifado edilir.

14. Bozi konkret hibrid iisullarin qurulmasi va
model tonliklorin hallina tatbiqi.

Burada inteqral tonliklorin hallinin hibrid Gsullar
vasitosi ilo totbiqi masalosino baxilir. Bu iisullarin molum
Usullardan {istiin cohatlori gostorilir vo hibrid {isullarin
doqigliyini miigayiso edorok onlarin totbiq dairolori
miioyyanlosdirilir.

Asagidaki tisula baxilir:

k k k
_Z()aiyn+i :h_zz)ﬁiyr’Hi +h_z;4)7iyr'1+i+v| ) (1)
1= 1= 1=

harada ki, S ,7; (i=01...,Kk) omsallar1 asagidaki sortlori
odoyir:
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K K
joﬂi‘” = B:; jzoyi(” =y (=012..k). (2
Adoton, ¢, [,y (1=01,..,k) omsallar1 basqa bir
sistemdon tapilir vo sonra bu qiymatlorin komayi ilo
,Bi(j) , yi(j) @i, =01,...,k) omsallar1 (2) sistemindon tapilir.
(1) Gsulu geyri-askar tisullar sinfina daxildir, bu isa
onun totbiqi zamani bir ¢ox ¢otinliklora sobab olur. Buna
gora do, askar tisulun qurulmasina baxilir.

15.Hibrid iisullarin Volter tipli inteqral tanliklarin
halling tatbigqi.

Burada bozi uUsullar Volter integral tonliyinin

hallino totbiq edilir. Forz edilir ki, y, vo Yy2 baslangic

qiymaotlori molumdur. Onda asagidaki yazila bilor:
Yn+1 =Yn +0n1 — 00 +h(2K (Xy1,X0 52, Yn41) +
+K (Xp40:%n Y0 ) + K Xpi1: X0 Yn )/ 24+
+5hK ((Xn+1’xn+1/2—f5/1o Y +J/2—fs/1o) +
+K (Xn+1/2—fs/1o ’Xn+1/2—f5/10 Y +1/2—J§/10) +
+K (Xn+1’xn+1/2—fs/1o Y +J/2+J§/1o) +
+K (Xn+J/2+J§/1o ’Xn+1/2+f5/1o ’yn+J/2+J§/1o))/24 '
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Fardi islorin movzulari:

. Iarerpan Tammuknapun sasau wsannmu hagqinda
imumi molumat.

. Cirlagmig  nilivolor  disulunun  xotti  Volter
tonliyinin hallinag tatbiqi.

. KBagpatyp ucynyn xarru Boarep TSHIMIMHUH
HISULTAHS TATOWUTH.

. Ardicil  yaxinlagma isulunun xotti  Volter
tonliyinin hallins tatbiqi.

. T'eiipu-xartu  bIbl HroB Boarep wuHTerpan
tonliyin hollino kvadratur ricynyn tsarouru.

. Askar vo qeWipu-amkap ucynlarin  0s3u
X1cycuiatiasapu. Prognoz-korreksiya iisulu vo
onun yigilmasinin todqiqi.

Sabit omsall1 ¢oxaddimli iisullarin boazi xiisusi
hallarinin BoaTep Tumim uaTerpai TSHIMKISIPUH
SIS ISULTHHS TATOUTH.

. YoxaaapIMITbl ICYJUTApBbIH JISITUTITAK
TSAPSTbSUTIPUHUH STH OFOMIIK TUMMSITH IATTHIH/IA.
Namolum omsallar mcymunun GoxaaabpIMIIBI
ncyymapeiH - todqiqine  totbiqi.  YoxammapIMITbl
ICYJIAPBIH omsallar1 izorino goyulan
mohdudiyyatlar.

10. bsi3u koHKpeT 2dadi 1ICyUTaphIH TypyJIMaCHI.
11.9dodi ucymnapslH  WbIBBUIAH OJIMACHI  ITYITH

3sipypH Bs Kadu MISPTISP.
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12.Sonlu forqlor {isulunun Volter tipli inteqral
tonliyin hoallina totbiqi vo onlarin sabit omsalli
coxaddimli tisullarla olagosi.

13.Yiksok doqigliyo malik hibrid iisullarin
qurulmasi vo onlarin amsallar1 iizorina qoyulan
mohdudiyyatlor.

14.Bozi konkret hibrid tisullarin qurulmasi va model
tonliklorin hallina totbiqi.

15. Hibrid tisullarin Volter tipli inteqral tonliklorin
hallins totbiqi.



