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MOvzu iizra saatlarin bolgiisii

Ne Mdovzular Mih. | Mas.
Saat. | saat.
mig. | mig.

1 | Eyler tisulunun modifikasiyalari 2 2

haqqinda.

2 |Runge-Kutta tsulu, Eyler Gsulunun birf 2 1

inkisaf formasi kimi.

3 |Qeyri-agskar vo yarim askar Runge- 2 2

Kutta tisullari.

4 |Sonlu fargler Usulu (Adams dsullarinin| 2 -

limumilogmaosi).

5 |Coxaddimli 0Usullarin omsallar1 Ggln 2 -

bazi mohdudiyyat sortlori.

6 |Dayaniqli askar vo qeyri-askar Gsullar | 2 2

va onlarin doracalerinin on  boyulk
qiymaoti.

7 Sabit omsalli K-addimlar {isulunun 2 -

omsallar1 iizorino qoyulan tobii sortlor.

8 |Coxaddimli tisullarin bozi| 1 -

omsallarinin igarasinin toyini.

9 [iroliyo qagma iisullar1 haqqinda timumi| 2 -

molumat.

10 [iroliys qagma iisullarma prognoz- 2 2

korreksiya sxemlorinin totbiqi.

11 Hibrid dsullarn haqqinda {imumi 2 -

molumat.

12 |Yiiksok  doqiqliyo  malik  hibrid] 3 3

tsullarin qurulmasi vo onlarin birinci

tortib adi diferensial tonliklorin hallina




totbiqi.

13 |ikinci tortib adi diferensial tonliklorin 2 3
odadi halling hibrid tisullarin tatbigi.

14 |ikinci  tortib  c¢oxaddimli  {isullar 2 -
haqqinda {imumi molumat.

15 [ikinci tortib Adams tipli {isullar. 2 -
Comi 30 15
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.
GIRIS

1. «Hesablama tsularin elmi va texniki masalalorin
hoallins tatbigi» fonninin mogsadi adi diferensial tonliklorin
odadi halli hagqinda magistrlara genis molumat vermok vo
onlarin miiqayisasi ti¢lin bazi zaruri alamatlori sorh etmoak.
Bu disullarin totbiqgini magistrlara Gyrotmok vo konkret
model mosalalorin  komayi ilo oldo olunan biliklori
mohkomlondirmok.

Adi diferensial tonliklor iigiin ododi hall tisullar
dedikds, adoton, biraddimli vo ¢oxaddimli isullar basa
diislir. Bu tisullarin har biri digarina nisbaton miisbat vo
monfi xiisusiyyatloro malikdir. Buna goéra doa, bir g¢ox
alimlor belo qorara goldilor ki, bu tisullarin kosismasindo
yerlogon iisullar qursunlar. Bagsga sozlo, elo Ttsullar
qursunlar ki, bu tsullar biraddimli vo goxaddimli tisullarin
miisbot xiisusiyyeotlorino malik olsun. Bu iisullar1 hibrid
iisullar adlandirdilar.

Fonnin vozifasi biraddimli vo ¢oxaddimli Usullarin
qurulmast zamani Uzo ¢ixan muUoyyan ¢otinliklori
magistrlara gostormak, praktik masalalarin halli zamani bu
cotinliklori aradan gqaldirmaq U¢Un prognoz-korreksiya
Usulundan istifadoni izah etmok. Yuxarida geyd edilon
Usullarin daracesinin on boyuk giymatinin toyini haqqinda
teoremlori isbat etmok. Daha genis dayaniqliq oblastina
malik Osullarin qurulmasi haqqinda molumat vermok.
Homginin, magistrlara ikinci tortib ¢oxaddimli Usullarin
todqiqi hagqinda molumat vermok, onlarin birinci va ikinci
tortib adi diferensial tonliklorin hollindo istifadosini
numayis etdirmok. Daha doqiq Usullarin qurulmasi Ugln
hibrid Usullarin todqiqine baxmaq, bu Usullarin Ustin
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cohotlorini izah etmok vo konkret misallar {izorinda
nimayis etdirmokdir.

2. Magistrlar diferensial tonliklorin odadi hall
tisullari 6yroanan zaman, avvalca bu iisullarin axtarilmasi
zoruratini arasdirtb bilmalidirlar.

3. Magistrlar diferensial tonliklorin odadi hall
tisullarina darindan yiyoalonarak, bu tsullarla hesablama
disturlarint almagi, xotalari hesablamagi bacarmahdirlar.
Onlar bu Gsullar Gg¢lin muasir programlasdirma dillarinds
programlar quraraq onlart kompyuterds realizo etmoyi
bacarmalidirlar.

4. Magistrlar diferensial tonliklorin ododi hall
tsullarint mixtalif mosalalarinin  hallino totbiq etmok
vardiglorina  yiyalonmolidirlor. Hesablama tocriibasinds
masalonin goyulusu, hesablama prosesinin
planlasdiriimasi, hesablama naticalorinin  emali  kimi
vardislora yiyalonmalidirlor.

5. « Hesablama tsularin elmi vo texniki moasalalorin
hallino totbigi » fonni magistrlara mihazira vo moasgalo
darslorinda | kursun I semestrindo 30 saat miihazirs vo 15
saat masgalo olmaqla 45 saat hacminds tadris olunur.

1. Eyler Gsulunun modifikasiyalari
haqqinda [1, 3, 4, 7].
Funksiyanin ixtiyari noqtesindoki giymaotini tapmaq
Uclin homin funksiyanin yalniz bir (avvalki) noqtesindaki
qiymatindon istifado edon adadi tisullar biraddimli adlanir.
Eyler iisulu on sado biraddimli odadi iisuldur. Eyler
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tisulunu birinci tortib Runge-Kutta tisulu da adlandirirlar.
Onun monfi cohatlori asagidakilardir:

1) doqigliyin asag1 olmast,

2) sohvlarin sistemli toplanmasi.

Eyler tisulunun birinci tokmillogmis formasi birinci
tortib doqiqliyi ilo qeyri-askar (vo ya torsino) Eyler
usuludur.

Digor Eyler tisulunun modifikasiyasi ikinci tortib
doqiqliyi ilo qgeyri-agkar Eyler-Kosi (vo ya trapeslor)
usuludur.

Askar Eyler tisulunun geyri-askar Eyler-Kosi (vo ya
trapeslor) Usulu ilo kombinasiyasi formal ikinci tortib
daqiqliyi ilo hibrid Hoyn Usulunu verir. Ancaq bu Gsul
yuxarida sorh edilon tisullardan daha daqiqdir.

Aydindir ki, daha boyiik doqiqglik oldo etmok {igiin
trapeslor tisulunun kémayi ilo bir yox, bir nego iterasiya
etmok lazimdir. Belo se¢cim Eyler iisulunun vo trapeslor
tsulunun birgo istifado edilmosi tokmillogmis iterasiyali
Eyler-Kosi tisulu adlanir.

Eyler Usulunun digor tokmillosmis névi prognoz-
korreksiya Usulu adlanir. Burada hesablamalar ikinci tortib
doqiqliyi ilo iki morhoalods aparilir.

2. Runge-Kutta tsulu, Eyler iisulunun bir inkisaf
formasi kimi [3, 7].
Genis yayillmis biraddimli iisullar Runge-Kutta
tisullar1 adlanir.
Bu isullarin askar istiinliiyli ondan ibaratdir ki,
hesablamalarin baslanmasi {i¢lin baslangic sortlordon olava
heg bir digor molumat talob edilmir.
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Monfi cohatloring 1so sag torofdoki funksiyanin
qiymatini tokrar hesablanmas1 zoruratini aid etmok olar, bu
1S9 ¢cox vaxt tolob edir.

Eyni tortibdo Runge-Kutta {isulunun miixtolif
modifikasiyalart movcuddur. Qeyd edok ki, Eyler iisulu
doaqiqgliyi birinci tortib olan Runge-Kutta tisulu adlanir.
Eylerin tokmillogmis diisturlarini isa daqiqliyi ikinci tortib
olan Runge-Kutta tisullar1 adlandirmaq olar.

Adoston, Runge-Kutta {sullarinin  daqiqliyini
gostormok {iclin tortib anlayisindan istifado edirlor.

3. Qeyri-askar va yarim askar Runge-Kutta
usullar: [3, 7].
Ogor i< oldugda B ;=0 sorti 6donirss, onda
Runge-Kutta tisulu askar Runge-Kutta tsulu olur.
Ogor i>]j oldugda B ;=0 sorti ddonirso (heg
olmasa bir diagonal elementi t¢lin S, ; # 0 ddonsin), onda

yarim-agkar vo ya diaqonala goro qeyri-askar Runge-Kutta
tisulu alinir. Qalan biitiin hallarda iso geyri-askar Runge-
Kutta GOsulu olur. Askar Runge-Kutta tsullar1 klassik
tsullar sayilir, ¢iinki mohz bels iisullar1 Runge vo Kutta
gqurmuslar.

Qeyd edok ki, geyri-askar Runge-Kutta {isullar
muvafiq askar Runge-Kutta tisullarindan daha doqiqdilor,
clinki onlarin daha ¢ox parametrlori var. Lakin hesablayici
algoritm bu zaman c¢ox ¢otinlosir, ona goro ki, omsallarin
tapilmasi {iclin iterasiya tisullarindan istifado etmok lazim
golir.

Qeyri-askar Runge-Kutta iisulu ti¢iin tortib anlayisi
askar Runge-Kutta iisulunun tortib anlayisi ilo eynidir.
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4. Sonlu forglar Gsulu (Adams iisullarimn
iimumilasmasi) [1, 2, 6].

Funksiyanin ixtiyari noqtesindoki  qiymatini
tapmaq UcUn homin funksiyanin bir nego (ovvalki)
noqtasindoki qiymatlorindon istifado edon odadi {isullar
¢oxaddimli adlanirlar.

Coxaddimli tsullardan genis yayillmist Adamsin
sonlu forglor tisuludur.

Askar va geyri-askar Adams tisullart mdévcuddur.
Askar Adams iisulunun omsallarinin komoyi ils qeyri-
askar Adams tisulunun omsallarini tapmaq olar vo oksina.

Bir ¢ox miolliflor agskar disulu Adamsin
ekstrapolyasiya  Usulu, geyri-askar1 iso  Adamsin
interpolyasiya iisulu adlandirirlar.

Eyni doqgiqliys moxsus Adams va Runge-Kutta
Usullarint miiqayisa edorkon Adams Usulunun daha
genaostcil oldugunu geyd edirik, ¢linki o sag torofdoki f
funksiyasimin qiymatinin yalniz bir dofs hesablanmasini
tolob edir. Lakin Adams iisulu onunla olverissizdir ki,
hesablamani yalniz bir molum vy, qiymotino goro

baslamaq miimkiin deyil. Homginin, Adams usulu h
addimin1 hesablama prosesinds doyismoyo imkan vermir.
Biraddimli iisullar bu ¢atismamazligdan mohrumdurlar.

5. Coxaddimh Usullarin amsallar:1 U¢ln bazi
mohdudiyyat sartlori [2, 3, 6, 7, 13].
Coxaddimli xatti tisullar1 imumi formada asagidaki
kimi yazmagq olar:
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k k
yi+1 = Zaj yi+l—j + hz ﬂj f (Xi+1—j ' yi+1—j) ) (1)
=1 j=1

(1) ailesino aid olan butln Usullarda «; omsallar:

asagidaki sortlori 6domolidir:

Zk:aj =1, 2
iﬂj :Zk:ja'j- (3)

(2),(3) sortlori (1) xatti ¢oxaddimli tisullarin amsallarinin
tizarina qoyulan zaruri sartlor adlandirilir.

6. Dayamgh askar va geyri-askar Gsullar va onlarin
daracalarinin an boyilk qiymati [2, 7, 8, 13].
Adams dsullarmin  Gimumilosmosi  naticosindo

yaranan ¢oxaddimli tisullar1 asagidaki kimi yazmaq olar:

iai yn+i = hiﬁ| fn+i (n = 0,1,2,...) . (1)

(1) c¢oxaddimli dsuluna ¢ox zaman k -addimlar tsulu
deyirlor. Bu lisul ¢ vo f -nmin qiymatlorindon asili olaraq
miixtolif xiisusiyyatloro malik olur. Belo ki, (1) sabit
omsall1 k -addimlar tisulu:

l. a, #0, B, =0 olduqda askar tisul,

Il. a, 20, B, #0 olduqda geyri-askar {isul,
. ¢, =0, B, #0 oldugda iso iraliyo qagma {isulu
adlanir.

Ogor lUsulun dorocosi vo baglangic verilonlorin
tortibi p -yo, yuvarlaglasdirma xotasinin tortibi iso p +1-9
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barabardirsa, onda iisul dayanighh oldugda onun yigilma
stiratinin tartibi do p -ys barabar olacaq.

7. Sabit amsalll k -addimlar Usulunun smsallari {izarind
goyulan tabii sartlor [2, 3, 6, 7, 13].

Aydindir ki, k -addimlar iisulunun doqiqliyi onun
omsallarindan vo k komiyyatinin qiymatindon asilidir.

Ogor k -addimlar tisulunun omsallar1 {izorins heg bir
sort goymadan onun dorocosi p ilo tortibi k arasindaki
olagoni miioyyonlosdirmok miimkiindiirso, onda {isulun
doracosi ilo amsallart arasinda slagoni tapmaq olar. Sabit
omsall1 k -addimlar {isulunun omsallar1 iizorino qoyulan
tobii sortlor ilk dofo 1956-c1 ildo Q.Dalkvist torafindon
toklif edilmisdir.

Qeyd edok ki, sabit omsalli k -addimlar {isulunun
totbigindo osas xiisusiyyotlordon biri onun dayanigl
olmasidir. Buna goro do, dayaniqli tisullar ii¢lin doraco ilo
tortib arasindaki olagonin tapilmasi aktual mosaloyo
cevirildi.

Bu mosalo askar dsullar {igiin k<10 olduqda
M.S.Baxvalovun 1955-ci ildoki mogqalasinds, k >10
oldugda askar iisullar {i¢lin vo k -nin ixtiyar1 qiymatindo
geyri-askar tsullar {i¢iin Q.Dalkvistin 1956-c1 ildoki
moqalasindo 6z hollini tapmisdir.

8. Coxaddimh iisullarin bazi smsallarinmin isarasinin
tayini [2, 7].
Usulun doracosinin - P olmasindan h-in geyd
olunmus qiymotinds hesablama apardiqda alinan qiymotin
xotasinin O(h®) olacagini demok olmaz. Bu xota adoton
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h-in kafi qodor kicik qiymotlorindo alimir. h-in geyd
olunmus qiymatinds xatanin sarhaddini tayin etmok tigiin
iki torafli adadi tisullardan istifads edirlor.

Iki torofli ododi iisullarin qurulmasinda g,

omsalinin isarasinin toyin olunmast asas masalalordon

biridir.

9. Iraliya gagma iisullar1 hagqinda Gmumi
malumat [3, 4, 7].
Iroliyo gagma {isullarini {imumi formada asagidaki
kimi yazmagq olar:

kf% Yoi = hzk: Bif., m>0,. 1)
i=0 i=0

froliyo qagma iisullarinin bozi xiisusiyyatlori onlarm genis
totbigino mane olur. Mosolon, genis totbiq oluna
bilmomasinin asas sababi belo tisullarda Kosi mosalosinin
halli olan y(x) funksiyasinin bu iisullar vasitosi ilo tapilan

qiymatinin - novbati  addimlarda  tapilmali  olan
giymaotlorindon asili olmasidir.

Iroliyo qagma iisullarin1 hoyata kegirorkon onun
doqiqliyinin toyini osas mosaloyo ¢evirilir. Bu maosaloni
hall etmok iigiin iraliys gagma tisulunun doracosi ilo tortibi
arasindaki olago miisyyan edilir. Bunun ii¢lin onun tortibi
molum hesab edilir.

Qeyd edok ki, bu iisullar dayaniqli oldugda onlarin
doqiglik  doracalorinin  qgeyri-agkar {isullarin  doqiqlik
doracalari ilo eyni olmast fakti bu tisullarin totbigine mane
olan digor sobablordondir.
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10. irsliys gagma iisullarina prognoz-korreksiya
sxemlarinin tatbiqi [7].

Iroliyo qagma {isullarindan istifado olunan zaman
yaranan ¢atinliklori aradan qaldirmaq magsadi ils prognoz-
korreksiya sxemindon istifade olunmasi toklif olundu vo
bu sxemin kdmoayi ilo dayanigl iroliys qagma iisullarinin
dayaniqliq oblastlarinin genislondirilmasi miimkiin oldu.

Prognoz-korreksiya  sxeminin iraliys  qagma
tsullarinin  totbiqini sado misallar iizorindo nilimayis
etdirmok olar.

11. Hibrid iisullar1 haqqinda iimumi
molumat [7, 8, 13].

XX osrin ortalarinda bir ¢ox alimlor belo gorara
goldilor ki, biraddimli vo ¢oxaddimli iisullarin miisbat vo
monfi xiisusiyyatlorini nozora alaraq yeni sinif Gsullar
hazirlasinlar. Bu tsullar1 hibrid tsullar adlandirdilar.
Qurulmus hibrid tsullar miivafiq biraddimli vo goxaddimli
tisullardan daha doqiq idilor.

Qeyd edok ki, hibrid Gsullar forqli formada yazila
bilor. Ogor sabit omsalli K-addimlar iisulunda, heg
olmasa, bir chf,, (0<e <1) tipli hodd istirak edirso,

onda o hibrid Usuldur. Hibrid Usullar k -addimlar tisulu ils
miiqayisodo daha yiiksok doaqiqliys malikdir.

Miixtalif doqiqlik doracslorine malik olan hibrid
tsullarin  todqiqindo  osas masalolordon  biri  Usulun
omsallarinin hesablanmasi iigiin rekurent miinasibotlorin
qurulmasidir.
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12. Yiiksak daqiqliys malik hibrid iisullarin qurulmasi
vd onlarin birinci tortib adi diferensial tonliklorin
hallins tatbigqi [7, 8, 9, 13].

Hibrid Gsullar Runge-Kutta vo Adams tisullarinin
kasigsmosinda yerloson daha alverisli xiisusiyyatlors malik
olan, hom dayaniqliq oblastlarinin genislonmasi, hom do
doqiqlik  doracalorinin  qiymstlorinin  artiritlmas1  kimi
usullari qurulmasi moagsadi ilo yaradilmisdr.

Tabii ki, bu tsullarin hor birinin bazi Ustiinliiklori
vo catismamazliglart var. Adoton, hibrid {isullarim
qurarken ¢alisirlar ki, onlarda Runge-Kutta vo Adams
tisullarinin yalniz on miisbat xiisusiyyatlori comlagdirilsin.

Alimlor hibrid tsullar ilo uzun middoatdir ki,
mosgul olurlar. Lakin yiiksok daqiqliys malik hibrid
tsullarin qurulmasi bu giinadok aktual mosololordon

biridir.

13. Ikinci tartib adi diferensial tanliklorin adadi hallina
hibrid iisullarin tatbiqi [8, 10, 15].

Asagidaki baslangic masslonin odadi halline baxilir:

y'=F(V,Y), 1)

Y(Xo) = Yo» yl(Xo) = y{), Xo S x< X,

Forz edilir ki, (1) masolasi [x,, X] parcasinda
yegand hollo malikdir.

Miixtalif mislliflorin bir sira (1) mosalasinin adadi
hollino hosr olunmus islori moévcuddur. Adoton, (1)
masolosinin ododi holli zamam elo iisullar qurulur ki,
onlarin komaoyi ilo hom (1) masolosinin toqribi hallinin
qiymoti, hom do onun birinci tortib téromasinin toqribi
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qiymoti tapilsm. Usullarin daqiqliyi {isulun dorocosi
anlayisi 1lo miiayyaon edilir.

Mbolumdur ki, hor hansi bir mosoloni holl edon
zaman onun hadlarinin hans1 daqiqlikls tapilmasi hom
nozori, hom do praktik cohotdon maraq dogurur. Buna goro
do, tsullar1 miiqayiso edon zaman onlarin dayaniqlt vo
doracolarinin yiiksok olmasi osas alamot kimi nozors alinir.
Umumiyyotlo, dayaniqh iisullarin deracalorinin qiymetlori
onlarm yigilma tortibi kimi qabul olunur. Dayanigh
tsullarin ~ qurulmasi  {igiin  alimlor  Rigardsonun
ekstrapolyasiyalarindan, splayn-funksiyalardan, korreksiya
tisulundan istifads etmoyi toklif edirlor. Bazi alimlor (1)
masolasinin adadi halli iiclin yiiksok daqiqliys malik olan
Usullarin qurulmasi moaqgsadi ilo hibrid tisullardan istifado
etmoyi toklif etmislor.

14. Tkinci tartib coxaddimh Usullar hagqinda Gmumi
molumat [5, 7, 13].

Ikinci tortib diferensial tonliklor 6z totbigi
ohamiyyatina géra son vaxtlar daha ¢ox maraq kasb edir.

Soma mexanikasinin oksor diferensial tonliklori
ikinci tortib oldugundan bu tonliklor tiglin xiisusi tisullarin
qurulmasi cohdlori astronomlar torafindon edildiyi tosadiif
deyil. S.Stermer (1907) 0z  simal sofoqi haqqinda
traktatinda ikinci tortib diferensial tonlik iiglin bozon
Stermer vo ya Enke adlanan ilk sado vo doqiq tisul
qurmusdu.

Xotti coxaddimli Gisullarin y1gilmasi ii¢lin zoruri vo
kafi sort onun dayaniqli olmasidir.
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15. ikinci tartib Adams tipli tGsullar [5, 7, 13].
Tutaq ki, adi diferensial tonlik {i¢iin Kosi masalasi
verilib:
y'=f(xy), y@)=b. (1)
(1) mosalosinin adodi  holli tdclin  y(x,) qiymatlori
Xy =ag+kh, h>0 diyiin noqgtslorinds asagidaki sonlu

forqlor tonliyindon tapilir:
m m |
Z(ZV yk—v = hz ﬂv fk+r—v + hzzyvgkﬁ—v ' (2)
v=0 v=0 v=0
a,, B, 7., omsallarina \G) m,n,l,r,s

parametrlorine mosalonin hallinin tapilmasi, yigilmast va
maksimal approksimasiyasi igiin toloblor qoyulur.

(1) moasalasinin adadi halli {iclin (2) Adams tipli
tsuldur. Tutaq ki, (2) tonliyindo r<0, s<0 sortlori
Odonilir, onda askar tisullar alinir. (2) tonliyindo r,s

parametrlorindon biri sifra borabordirso vo S miisbat
deyilso, bu iisulun geyri-askar olmas1 demokdir. Ogor (2)
tonliyindo r, s parametrlorindon on az biri miisbatdirsa,

onda iraliyo qagma tisulu almnir.
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Fardi islorin movzular::

1. Eyler tGsulunun modifikasiyalari hagqinda.

2. Runge-Kutta Gsulu Eyler {isulunun bir inkisaf
formasi kimi.

3. Qeyri-agkar va yarim askar Runge-Kutta Usullari.

4. Sonlu  forglor Usulu  (Adams iisullarinin
imumilogmasi).

5. Coxaddimli  Usullarin  omsallar1  Uglin  bazi
mohdudiyyat sortlori.

6. Dayanigli askar vo geyri-askar Usullar vo onlarin
doracalarinin on boylk giymati.

7. Sabit omsalli K-addimlar Usulunun omsallar
Uzorino qoyulan tabii sortlor.

8. Coxaddimli iisullarin bozi omsallarinin isarasinin
toyini.

9. Iraliya gagma iisullar1 hagqinda Umumi molumat.
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10.Iroliys  gagma iisullarma  prognoz-korreksiya
sxemlarinin tatbiqi.

11.Hibrid tsullart hagqinda iimumi molumat.

12.Y1iksok doqigliys malik hibrid iisullarin qurulmasi
vo onlarin birinci tortib adi diferensial tonliklorin
hallins totbiqi.

13.1kinci tortib adi diferensial tonliklorin adodi hallino
hibrid tisullarin totbiqi.

14.1kinci tortib coxaddimli Gsullar haqqinda GUmumi
molumat.

15.1kinci tartib Adams tipli tsullar.
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