G. N. 9liyeva

ADI DIFERENSIAL TONLIKLOR
VO SIRALAR

GONCO9 - 2017



Azorbaycan Dovlst Agrar Universitetinin 29.09.2017-ci il
tarixli 533 (§1) sayli amrino asasan dors vasaiti Kimi nasrins icazo
verilmisdir.

Elmi redaktor: D.V.Bagirh,
texnika elmlari namizadi

Raygilor: Q.U.Agayev,
fizika riyaziyyat elmlari namizadi

O.M.Hiiseynov,
fizika riyaziyyat elmlori namizadi

G.N.OLIYEVA. Adi diferensial tanliklor vo siralar.
Ganco, 2017, 102 sah.

Dars vasaitinda adi diferensial tonliklor va siralara aid no-
zori malumat vo har mévzuya aid misal vo masala halli verilmisdir.
Dors vasaiti ADAU-nun talabalari vo magistratura imtahan/arina
hazirlasan talobolor ticiin nazordo tutulmusdur.



ONSOZ

Diferensial tonlik termini 1676-c1 ildo Leybnis tarafindan
torofindon irali stiriilmiisdiir. Diferensial tonliklor nazariyyasinin
asast XVIII asrda Nyuton va Leybnis tarafindon qoyulmusdur.

Diferensial tonliklor tabiotin danisdigi dildir. Diferensial
tonliklor ohalinin artmasi prosesi, qiymatlorin artmasi dinamikasi,
doniz saviyyasindan olan hiindiirlikkdon asili olaraq atmosfer toz-
yiqinin diismasi, elektromaqnit impulslarinin Gtiiriilmasi prosesi
Vo S.-0o totbiq olunur. Siralar fizika vo texnikanin bir ¢ox bolmo-
lorinds istifads olunur. Qiivvat siralart funksiyalarin giymatlarinin
togribi hesablanmasinda, Furye siralar1 ragslor nazariyyasinds,
kosmik todgigatlarda, radiotexnika, elektronika vo s.-do totbiq
olunur.

Dars vasaitinds adi diferensial tonliklor va siralara aid naze-
ri malumat bakalavriat tohsil saviyyasinin 050612-masin miihan-
disliyi,050637-meliorasiya v su tasarriifati tikintisi miithandisliyi,
050644-istehlak mallarinin ekspertizas1 vo marketingi, 050622 -
yerlistii noaqliyyat vasitolorinin miihandisliyi, 050626-elektrik
miihondisliyi, 050628-proseslorin avtomatlasdirilmas: miihandis-
liyi 050655-informasiya texnologiyalari, 050642-qida mohsullari
mithondsliyi, 050647-metrologiya, standartlasdirma va sertifikasi-
ya mithandisliyi vo 050706-aqrar mithandisliyi ixtisaslarinin todris
programlarina uygun verilmisdir.

Dars vosaitinds birtartibli diferensial tonliklor (doyisonloring
ayrila bilon, bircins, xotti, Bernulli tonliyi, Lagranj tanliyi, Klero
tonliyi), Eyler tisulu vasitasi ilo bir tortibli diferensial tonliyin tog-
ribi halli, tortibin azaldilmasina gatiron ikitortibli diferensial ton-
liklorin sado névlorinin inteqrallanmasi, sabit omsalli iki tortibli
xatti bircins va geyri-bircins tonliklorin halli, odadi siralarin y1gil-
masinin todqiqi, qiivvat siralarmin yigilmasmin todqiqi, qiivvet
siralarinin togribi hesablamalarda totbiqi, verilmis funksiyalarin
Furye siralarina ayriligi verilmisdir.

Hor mévzuya aid misallarin holli verilmisdir.



FOSIL |

ADI DIFERENSIAL TONLIKLOR.
§1. Adi diferensial tanliklar. 9sas tariflar va anlayislar

x dayisoni, axtarilan y = y(x) funksiyasi vo axtarilan funk-
siyanin har hansi tortibadok tétomalarindan ibarst olan tanliklora
adi diferensial tonliklor deyilir.

Tonliyin tortibi olarag tonliys daxil olan téromonin an
yiiksok tortibi gotiiriiliir. Diferensial tonliklors aid misallar:

)y —y=0,b)y"+y=0c)y"—6y' ' +8y =0

dyy'—x=0 e)y" +xy=07)y" = ctgx.

a), d), f)- tonliklari birtartibli; b) vo c)- iki tortibli; e)-ti¢ tortiblidir.
MisalNel. Gostarin Ki, y = sin x funksiyasi b) tonliyinin hoallidir.
Halli.y" = cosx, y" = —sinx giymatlorini b) tanliyino goyaraq
—sinx +sinx =0 eyniliyini alirnq. Hoagigeton do y =
sin xfunksiyasi b) tonliyinin hallidir.

MisalNe2. Gdostorin ki, C ixtiyari sabit oldugda y = Ce* funk-
siyas1 y' — y = 0 tonliyinin hallidir.

Holli.y" = Ce”*. Verilmis tonliys y vo y’-in giymatlorini qoyaraq
alinq:

Ce* — Ce* = 0. Hogigoton do C ixtiyari sabit oldugda y = Ce”*
funksiyasi y' — y = 0 tonliyinin hallidir.

MisalNe 3. Gstorin ki, C ixtiyari sabit oldugda y = = funksiyas:
y' = —%tgnliyinin hollidir.

Holli. y' = —é. y Vo y'-in giymatlorini tonliya qoyaraq aliriq:
c c

x?2 x?
Hogigoton do y = gfunksiyam y' = —%tsnliyinin hollidir.
Misal N4, y' = —%tanliyinin y(2) = 3 baslangic sortini 6doyan
xtisusi hollini tapin.



Holli. Misal 3-ya gors y =£
funksiyas1 verilmis tonliyin
imumi hallidir. Xiisusi halli
tapmagq Ug¢iin y(2) = 3 sortin-
don istifado edok. Bu giymoti ¢ = =
timumi hollds yerino yazaraq

- ¢ c=1
C sabitini tapag: 3 = 5iC =6
Hoaqgigaton do, y = gbaslanglc
sorti odoyen xiisusi holldir, C=-2
y = % timumi halli asimptot- Sokil 1

lar1 koordinat oxlar1 olan bo-
raboryanli hiperbolalardir. (sok 1) y =§ xtisusi hallina (2;3)
noqtasindan kegan hiperbola uygundur.

§2. Birtartibli diferensial tanliklor

F(x;y;9") =0 (1)
sokilli tonliklara bir tortibli diferensial tonliklor deyilir. ©goar (1)
tonliyini y'-a gora hall etmok miimkiindiirss, onu bels yazirlar:
‘ y' =fy) )
Ixtiyari funksiyani tonlikdo yerino qoyduqda diferensial tonliyi
eyniliya geviran hollo onun halli deyilir. (1) tonliyi (x;y) nog-
tosinin koordinatlari vo bu ndqtedon kegon inteqral ayrisinin
bucaq omsali: y' arasinda slage yaradir.

Oyrinin biitiin ndqtalorinds sahoanin istigamati eyni olarsa,
homin oyri izoklin adlanir. y' = C, f(x;y) = C qobul edorok
izoklinin tonliyini almaq olar.

Misal.izoklinlorin kémoyi ila y’ = 2x tonliyinin integral ayrilorini
tapin.
Hoalli.Bu diferensial tonliyin izoklinlori 2x = C soklindadir.

Izoklinlor Oy oxuna paralel olan diiz xatlor olacaqdlr(x = g)
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Asanligla gostarmak olar ki, y' = 2x tonliyinin halli
y=x% y=x*+1,y=x%—+3 vo iimumiyyetlo y =x% +C
sokilli funksiyalardir.

Diiz xottin noqtalorinds Ox oxu ilo tangensi C-ya borabar
olan eyni a bucagi amals gatiron pargalar ¢okok. (sokil 2)

C = 0 oldugda x = 0 aling;tga = 0, = 0.
¢ = 1 oldugda izoklinin tenliyi x = >, tgr = 1; @ = 45°
¢ = —1 oldugda izoklinin tonliyi x = —>,tga = —1; @ = —45’
C = 2 olduqda izoklinin tonliyi

x=1tga =2; a = arctg2 ~ 63
x = x, sorti daxilindo y = y, sortinin 6donmasino baslangic sort
deyilir:

y(xo) = yoVoya y |x=x0 =Y (3

(2) tonliyinin dmumi halli y = @(x, C) soklindadir. Burada C
ixtiyari sabitdir. y = ¢ (x, C) funksiyasi asagidaki sortlori 6dayir:
1) Hor bir geyd olunmus C {igiin @(x, C) funksiyasi diferensial
tonliyin hallidir.
2) (3) baslangic sarti neca olursa olsun sabitin elo C = C, qiymo-
tini tapmaq olar ki, y = ¢(x, C,) funksiyasi verilmis baslangic
sorti 6dayir.

Birtortibli diferensial tonliyin xizsusi ’
halli elo y = @ (x; Cy) hallina deyilir ki, o, /
konkret C = C, giymotinde y = @(x;C) \\ L /
imumi hollindon alinir. Ogor diferensial A
tonliyin timumi halli geyri-askar sokildo: \\
®(x; y; C) = 0 verilmisdirsa, bels hallo di- } %‘?; T
ferensial tonliyin dimumi inteqrali deyilir. N —“F
Bu halda ®(x;y; C,) = 0 tonliyina dife-
rensial tonliyin xiisusi integralr deyilir.
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Hondosi noqteyi nazors gora y = @(x; C) imumi halli Oxy
miistovisindo integral oayrilori ailasidir; y = ¢ (x; Cy) xiisusi hoalli
iso integral oyrilori ailosinin Py(xy, yy) noqtesindon kegon bir
ayrisidir.

(2) tonliyinin (3) baslangic sortini 6doyan xiisusi hallinin tapilmasi
mosalasine Kosi moasalasi deyilir.

Diferensial tanliyin hallinin varhg: vo yegansliyi haqqindaKosi
teoremi.

Py(x9,¥0) € D oldugda ogor f(x;y) funksiyasi D
oblastinda kasilmazdirss, onda (2) tenliyinin y(x,) = y, sortini

0doyan xiisusi holli vardir. ©Ogor bundan basqa é xiisusi toromasi

da D oblastinda kasilmoazdirss, onda bu hall yeganadir.

§ 3.Dayisanlarina ayrila bilan diferensial tanliklar

Toéramoaya nazaran hoall olunan bir tortibli diferensial tonlik
asagidaki kimidir:
y'=fxy) 1)

Ogar (1) tonliyinin sag torafini biri x-don asili, digari iss y-
don asili iki funksiyanin hasili goklindo gostormok olarsa,yani
f(x,y) = e(x)yY(y), onda (1) tanliyi belo olar:

y'=oy(y) (2)
(2) tonliyi doyigonlorine ayrilan diferensial tonlikdir.
WY
Y T ax
oldugundan aliriq:
% — ) 3
il 4G (3)

Tanliyin har iki torofini dx-o vuraq vo ¥(y)-obolok. Naticads
dayisonlaring ayrila bilon diferensial tonlik aliriq:

2= g(0dx (4)

(4) borabarliyini inteqrallayaraq aliriq:
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dy
W = j px)dx +C (5)

(5) miinasibati (2) tonliyinin iimumi inteqralidir.
Misal Nel. y’ = tgx(y + D)tonliyini holl edin.
Hoalli. Verilmis tonlik doyisonlorine ayrila bilon diferensial tonlik-
dir. Téromoni diferensiallarin nisbati soklinds yazaq v tonliyin hor
iki torafini dx-o vuraq:
dy =tgx(y + 1)dx
Indi baraborliyin hor iki torafini (y + 1) # 0-0 bolok:
dy

1 tgx dx
Bu miinasibatin har iki torafini inteqrallayaraq aliriq:

dy

fy+1—ftgxdx+6‘

Inly + 1| = —In|cosx| + C
In|(y + 1) cos x| = € —iimumi inteqraldir.

Dayisonlorino ayrila bilon diferensial tonliklor hamginin
asagidaki sokilda gostarilo bilor:

i) (Y)dx + f() e, (y)dy =0 (6)
burada dx vo dy diferensiallarinin omsallarindak: funksiyalar
yalmz x vo y-don asili funksiyalardir.

(6) tonliyini hall etmak tigiin barabarliyin har iki torsfini
©1(y) - fo(x) hasilino boélmok lazimdir. Naticads doyisanlarine
ayrila bilon diferensial tonlik alinir.

f1(x) ¥z ()

AORATO A 7
Qeyd edak ki (6)-n1 ¢, (y) - f(x) hasilina bolmak bu hasili sifra

ceviran xiisusi hallarin itmasina gatirib ¢ixara bilor. Ona gora (6)
tonliyini hall etdikdan sonra

P1(f(x) =0 (8)
tonliyini holl etmok lazimdir.(8) tonliyindon alinan hallo (6)
tonliyinin moxsusi halli deyilir.
Misal Ne2. y'x3 = 2y tonliyinin iimumi hallini tapin.




Holli.Verilmis tonlik doyisonlorina ayrila bilon diferensial

tonlikdir. Téramani diferensiallarin nisbati soklinds yazag:

Z_Z -x3 — 2y = 0 = x3dy — 2ydx = 0; yx® # Ointeqrallayic1 vu-

ruguna bolak:
dy 2dx

y
Bu tonliyin har iki torofini inteqrallayaraq aliriq:

j——Z =InC.

x—Z
1ny—2f Bdx=InC=>Iny— 2—2=

_ y_ 1 'y &
1 —lnC:>lnC— x2:>C e x%;
y = Ce »? verilmis tonliyin timumi hollidir.
Misal Ne 3. (1 +y?)dx + (1 + x?)dy = 0 tonliyinin {imumi
inteqralini tapin.
Holli. (14 y?)(1+x2?) # 0 inteqrallayic1 vuruguna bolorok
doyisonlori ayiraq:
dx dy
+
14+x2 14 y?
Hodbshad inteqrallayaraq axtarilan iimumi inteqrali aliriq:

f 1 jl_xxz + J 1 iyyz = C = arctgx + arctgy = C.
Misal Ne 4. xyy' = 1 — x? tonliyinin {imumi inteqralini tapin.
Hoalli. Verilmis tonlik dayisanlorina ayrila bilon diferensial tonlik-
dir. Téramani diferensiallarin nisbati soklinds yazag:

=0.

dy
—=1-x2
Xy - X
Tonliyin hor iki torafini dx-o vuraqg:
xydy = (1 — x?)dx.
Almmus tonliyin har iki torofini x-o bolok: ydy = (1 — x) dx.
Inteqrallayaraq (imumi inteqral1 aliriq:
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fd —f(l )d Y B
ydy = [ (= —x)dx == =Inlx| -5 :

Misal No5. 2y’+/x = y tonliyinin iimumi hallini vo y(4) =1
sortini 6dayon xiisusi hollini tapin.

Hoalli. Verilmis tonlik doyisonlorine ayrila bilon diferensial tonlik-
dir. Téramani diferensiallarin nisbati soklinds yazag:

23_1\/; =y = 2+/xdy — ydx = 0.+/xy # 0 inteqrallayic1 vuru-

guna bolok:
dy dx

Yy Vx|

Bu tonliyin har iki torafini inteqrallayaraq alirq:

f f%=21n€.

21ny——— 2InC = 2lny — 2+/x =
2
=21nC:>lny—\/§=lnC:>ln%=\/Z
% =eV¥; y = CeV* verilmis tonliyin imumi hallidir.
Verilmis tonliyin xiisusi hallini tapmaq tgiin y(4) = 1 sortindon

istifado edak v C sabitini tapag. Ce2 =1 = C = i =>C=e2

y = eV*=2 verilmis tonliyin xtisusi hallidir.

Misal Ne 6. xy" — y = 0 tonliyinin timumi hollini va y(—2) = 4
sortini 6dayon xiisusi hallini tapin.

Hoalli. Verilmis tonlik doyisonlorino ayrila bilon diferensial tonlik-
dir. Téramani diferensiallarin nisbati soklinda yazaq:xZ—"; —y=0.

Tonliyin har iki torafini dx-o vuraq:
xdy —ydx = 0;xy # 0
inteqgrallayici vuruguna bolok:
dy dx

y X
Bu tonliyin har iki torofini integrallayaraq aliriq:
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d d
[Z-[F=me.
y x
y

lny—lnx=lnCz>ln;=lnC:>%=C:>y=Cx.
y = Cx verilmis tonliyin {imumi hollidir. indi tonliyin y(—2) = 4
sortini 6doyon xiisusi hallini tapaq. —2C = 4;C = —-2;y = —2x.
y = —2x verilmis tonliyin xiisusi hallidir.
Misal Ne 7. yy' 4+ x = 0 tonliyinin imumi inteqralini vo
y(—2) = 4 sortini 6doyon xiisusi inteqralini tapin.
Holli. Verilmis tonlik doayisonlorina ayrila bilon diferensial
tonlikdir. Téramani diferensiallarin nisbati soklinds yazag:

dy
ya +x=0

Tonliyin hor iki torofini dx-o vuraq: ydy + xdx = 0.
Bu tonliyin har iki torofini inteqrallayaraq aliriq:

d — ¢ yz X'Z — ¢ 2 2 —

fy y+fxdx—5=>7+7—z = y*+x%=C.

y? 4+ x? = C verilmis tonliyin {imumi inteqralidir. Indi
y(—2) = 4 sortini 6doyon xiisusi inteqrali tapaq:

42 4+ (=2)2=C = C =20 = y? + x2 = 20.
y? + x? = 20 verilmis tonliyin baslangic sortlori 6doyan xiisusi
integrahdir.
Misal Ne 8. 2st?ds = (1 + t?)dt dayisonlorino ayrila bilon
diferensial tonliyin imumi hallini tapin.
Holli. 2st?ds — (1 + t?)dt = 0.t? # 0 inteqrallayic1 vuruguna
bolok:

1+t?
2sds — > dt = 0;
t
1+¢t2 1 1
2sds — > dt=C; s?+——t=C;s*?=C+t——.
t t t

Ct+t2-1 . . .
2 = - imumi hoalldir.

t

Misal Ne 9. @2dr + (r —a)de = 0 tonliyinin iimumi hoallini
tapin.

Holli. ?(r — a) # 0 integrallayici vuruguna bolok.
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dr d dr d
+—‘p=o;] +[Z e
r—a @2 r—a @p?
r—a 1 r—a 1 1
In(r—a) ——=1InC; In =—; =ee;r—a=Ce?
® C  C

1
Belaliklo v = a + Ce® verilmis tonliyin imumi hallidir.

Misal Ne 10. y' = (2y + 1)ctgx tonliyinin @imumi hallini va

y G) = % sortini 6doyan xiisusi hallini tapin.
Hoalli. Verilmis tonlik doyisonlorine ayrila bilon diferensial tonlik-
dir. Téromoni diferensiallarin nisbati soklinds yazaq v tonliyin hor
iki torafini dx-o vuraq:

dy — (2y + 1)ctgxdx = 0.
Indi boraborliyin hor iki torofini 2y + 1 # 0 inteqrallayict vuru-

guna bélek:% — ctgxdx = 0. Aldigimiz tonliyi integrallayaq:

d
f 24 fctgxdx =1In(;

2y+1_
1[dRy+1) cosx
Ef 2y + 1 _fsinxdx_lnc'

1
Eln(Zy + 1) =InC sinx;
In(2y + 1) = 2InC sinx;In(2y + 1) = In Csin?x.
Csin’x — 1
. . 2
Aldigimiz axirinct holl imumi halldir. Indi baslangic sorti 6doyan

xisusi hoalli tapag. y (%) = % sortindan istifads edarok C-ni tapag.

2y + 1 = Csin?x; 2y = Csin’x—1; y =

Csin®Z 1
4

4sin®x—1

Xiisusi hall bels olur: y =
Mosalo Ne 1. Nyuton ganununa gora cismin soyuma siirati cismin
Vo otraf miihitin temperaturlar1 forgi ilo miitonasibdir. Malumdur
ki, 20 dog orzindo cisim 100°-don 60°- dok soyuyur. Otraf
miihitin temperaturu 20° olarsa, no vaxtdan sonra cismin soyuma
temperaturu 30°-dok enar.

. 1
;¥ = 2sin’x — >
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Holli. Tutag Ki, x,t aninda cismin temperaturudur. Prosesin
gedigindo temperaturlarin forgi ilo yanasi cismin soyuma siirati do
doyisir. x doyisoni t doyisonindan asilidir. x kamiyyatinin doyis-

mo siirati EtoramQSIdlr. Masalonin sortino gors baxilan soyuma

prosesini tasvir edon diferensial tonlik bels olur:

dx
_—= — 2
It k(x 0),

k-har hanst miutanasiblik amsalidir.
Bu tanliyi hall edoak:

dx
=kdt; In(x—20)=kt+InC
* 260 20
X — X —
In c = kt; c =ekt: x=Ce* 420

vV C sabitini t, = 0 oldugda x, = 100 sortindan tapagq:
100 = Ce® + 20; C =80

Hagigotan

x = 80" + 20 (*)
verilmis baslangic sorti 6doyan xiisusi hoalldir. Masolodo basqa
alava sort gqoyulub: t; = 20 doq oldugda cismin temperaturux; =
60° olur. Bu verilonlori nozors alarag e* komiyyotini alirig.(*)-a
X, Vat, -1 qoyaraq alirq:

60 = 80 €20 4 20; 20k = 17; ek = <l>2°.

(*)-a e*- nin qrymetini qoyaraq aliriq:
t

1\20
x =80 (E) + 20 (%)
Masalonin sualina cavab vermak iiclin x = 30 dayigonine uygun t

dayigoninin giymotini tapmaq lazimdir. (¥*)-a x = 30 qoyaraq
alirq:



Beloliklo cismin temperaturu soyuma baslayandan 1 saat
sonra 30 °- dok asag diisiir.

Misal Nell. y' = ctgx(y + 1) imumi hallini vo y (g) = 2 gortini
Odoyan xiisusi hallini tapin.
Holli. Verilmis tonlik doyisonlorino ayrila bilon diferensial

tonlikdir. Téromoni diferensiallarin nisbati soklinds yazaq: Z—i =
ctgx(y + 1).
Tonliyin har iki torafini dx-o vuraq:
dy = ctgx(y + 1)dx.
Almmus tonliyin har iki torafini y + 1 # 0 integrallayici

vuruguna bolok:
dy  cosxdx

_ y+1  sinx
Inteqrallayaraq aliriq:
f dy _fcosxalx:>1 41| =
y+1 sin x my B
=In|sinx| +InC = y+ 1 = Csinx.

y = Csinx — 1 verilmis tonliyin tGmumi hallidir. indi y (3) = 2
sortini 6dayon xiisusi hallini tapag.

/[

2=Csin5—1$2=C—1:C=3.

y = 3sinx — 1 verilmis tonliyin xtisusi hallidir.
Misal Ne 12. (1 — y?)dx + y(1 — x?)dy = 0 tonliyini hall edin.
Holli. Tanliyi (6) soklina gatirok.Bunun {igiin onun har iki tarafini
(1 —y2)(1 — x?) hasilino bolok. Bélmo noticasindo asagidaki
tonliyi aliriq:

xdx d

+ yay

1—x2 1-—y2

Tonliyin hoar iki torofini inteqrallayaraq aliriq:

=0

1l |1 — x?| 1l |11 —y?| = 1IC
> n x > n yl=-5n

Potensiallayaraq imumi inteqrali aliriq:
1-xHA-y*)=C ()
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Indi moxsusi hallor barads suali aydinlagdiraq. Bunun iigiin

1-y)A-x*)=0
tonliyini hall edok. Bu tonliyin biitiin koklari

(y=11lvo x=211);C=0

oldugda (*) imumi inteqralindan alina bilor. Hoagigoaton do ve-
rilmis tonliyin moxsusi hallari yoxdur.
Misal Ne 13. xydx + (1 + y?)V'1 + x2dx = 0 tonliyini hall edin.
Hoalli. Tonliyin har iki torofini yv1 + x2 # 0 hasilino bolarok

dayisanlaring ayrila bilon diferensial tonlik aliriq:
2

X g+ 2 Y gy —0
X = 0.
V1 + x? y Y
Bu tonliyi inteqrallayaraq timumi inteqrali tapaq:
xdx N 1+ y2 dv=C o
V1 4+ x? y Y
d(1+x2) dy_l_f dv = C
V1 + x? Y Zy '
Vi+xZ+lnly|+Z=¢ (**)

Moxsusi hallor hagqinda suali aydinlasdiraq.
yV1+x2=0; y =0 moxsusi halldir. Ciinki heg¢ bir C xiisusi
giymatindo (**) inteqralindan alinmir vo verilmis tonliyin sort-
lorini 6dayir.
Misal Neld. 2e*tgydx + (3 —e*)sec’ydy =0 tonliyinin
y(0) = %baslanglc sortini 6dayan xiisusi hallini tapin.
Hoalli. Tonliyin hor iki torsfini tg y (3 — e*) hasilino bolok.
Asagidaki dayisonloring ayrila bilon diferensial tonliyi aliriq:
2e* sec’y
3—e* tgy
Axirmcet tonliyt inteqrallayaraq aliriq:
—2In|3 —e*| + In|tgy| =InC.
Potensiallayaraq aliriq:
Y _ _ Cvayatgy = C(3 — e*)?

(3—eX)2
Almmis imumi inteqrala baslangic sartlori qoyaq:
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T 1
tg—=C(3—-e%% 1=4C; C =-
| 97 3-¢") 2
Haqiqgoton
1
t9y=1(3—€x)

Vo ya
3—e*

y = arctg

axtarilan xiisusi halldir.
Misal Ne15. y' = (4x + y + 3)? tonliyini holl edin .
Holli. Tutag ki, z=4x+y+ 3; x -0 goro diferensiallayaraq
aling:
z'=44+yy' =2 -4
Onda verilmis tonlik bels olar:

2 —4=2% 72 =7224+4; L=7244; ZZ = dx
L dx zZ%+4
Axirinct tonliyi inteqrallayaraq aliriq:
Z
Sare tgz =x+C

Vo ya

1 4x +y +3

Earc th =x+C

Mosolo 2. Verilmis zaman aninda olan bozi bakteriyalarin artma
slirati bakteriyalarin siirati ilo miitanasibdir. Malumdur ki, bir saat
arzinds bakteriyalarin say1 3 dofo artib. Ogor baslangic anda
bakteriyalarin say1 a gadar olarsa, 5 saatdan sonra bakteriyalar na
godor artacaq?

Holli. Tutaq ki, x,t aninda bakteriyalarin sayidir. x doyison ko-
miyyati t doyison komiyyatindon asili funksiyadir. Bu zaman mo-

. : ; L . . d
salonin sortino gora x kemiyyatinin doyisma siirati belo olar: d—f.
Baxilan prosesi tosvir edan tonlik isa bels olur:

% = k - x; k har hans1 mutonasiblik amsalidir.

dx dx b X

— = kdt; f— = fkdt; Inx =kt +InC,In= = kt,— =ekt,
X X C C

x = Cekt,
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C sabitini x(0) = a sortindon tapag:
a = Cek0% C = a,x = ae** xiisusi halldir.
t =1;x =3a;3a = ae¥; e¥ = 3.
x=a-3"=243a.
Demoli 5 saat orzinds bakteriyalarin say1 243 dofo artar.

§4.Birtartibli bircins diferensial tanliklar

Bircins diferensial tonliklor anlayisi bircins funksiyalar
anlayist ilo baghdir.
P(x,y) = X;;a;;x"y/ funksiyasi o zaman n tartibli bircins funk-
siya adlanir ki, onun hadlari bircins olsun.
Torif 1. Vk iiciin P(kx, ky) = k™P(x,y) olarsa P(x,y) funk-
siyasina n tartibli bircins funksiya deyilir.
Mosalon: f(x,y) = x3 — 3xy? + 5y3 funksiyas1 ii¢ tortibli bir-
cins funksiyadir.

fkx,ky) = (kx)* — 3kx - (ky)* + 5(ky)* =
= k3(x3 — 3xy? + 5y3) = k3f(x,y).
P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 1)

diferensial tonliyino baxag.
Torif 2. ©gor x,y doyisonlorinin diferensiallarindaki P(x,y) vo
Q(x,y) funksiyalari eyni tortibli bircins funksiyalardirsa, onda (1)
diferensial tonliyi bircins diferensial tonlik adlanir.

Isbat etmok olar ki, z — x-don asili yeni funksiya olduqda

ZZ% ovazlomasi ilo (1) tenliyini doyisenlorino ayrila bilon

diferensial tanliys gotirmak olar.Tutaq ki, (1) tonliyi

y'=fxy) )
soklindo yazilmigdir vo ya dy = f(x,y)dx ;dy —omsali birdir,
yoni sifir tortibli bircins funksiyadir, onda f(x,y) do sifir tortibli
bircins funksiyadir.(2) tonliyinin sag torofi f(x,y) sifir tortibli
bircins funksiya oldugda bircins adlanir. Bircins diferensial tonliyi

y' =¢(2) (3)
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soklindo yazmagq olar. z yeni funksiya olduqda y = xz vozlomasi
aparaq. y = xz-1 diferensiallayaraq aliriq:

% =z+ x%;y va y'-in ifadalorini (1)-ds yerins yazaraq aliriq:
dz . .
z+x—= ¢(z) va ya doyisonlori ayiraraq aliriq:
dz dx
o(2)-z T x (4)

(4) dayisanlarins ayrila bilon diferensial tonlikdir.
Misal Nel. (x? — y?)dx + xydy = 0 tonliyini hall edin.
Holli.y = xz (z, x-don asil1 yeni funksiyadir) avazlomasi aparag.
dy = zdx + xdz,onda tonlik bels olar:
(x? — x2z%)dx + x%z(zdx + xdz) = 0.
Sadolosdirdikdon sonra aliriq:

dx +xzdz =0
dx
Voyazdz = — =
Alinmis tonliyi inteqrallayaraq aling:
22 1 y < y? c
—=—Inx+=InC; z? ln >, z == oldugundan, = =In—
2 2 x X X

verilmis bircins tonliyin imumi hallidir

Misal Ne 2. y' = X222 ‘/_ tonliyini holl edin.

Holli. Asanligla mueyysn etmok olar ki, verilmis tonliyin sag
torafi sifir 6l¢iilii bircins funksiyadir. y = xz ( Z — X-don asil1 hor

hansi funksiyadir) ovozlomosi aparaq. Diferensiallayaraq aliriq:
y' =z + xz'. Onda verilmis tonlik bels olur:

. Xz + 2Vx%z
Z4+xz =——
X
Voya
dz dx
z+xz2 =z+ 2z x2' = 2z ; —.
Wz %

Dayisonlorina ayrila bilon tonlik aldiq. Inteqrallayaraq
alirq:
Vz = In|x| + InC; vz = In|Cx|; z = In?|Cx|.
zZ= %oldugundang = In?|Cx| vo yay = xIn?|Cx|- verilmis ton-
liyin imumi hallidir.
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Misal Ne 3. yy’ = 2y — x bircins tonliyini hall edin.
Holli. y = zx ovoxlomasi aparaq, burada z, x doyisonindon asili
hor hansi funksiyadir. Diferensiallayaraq alirq: y’' = z'x + z.
y Va y'-in giymatlorini verilmis tonlikds yerino yazaq:
zx(z'x + z) = 2zx — x.
zx(Z'x+2)=xQz—-1)=>z(Z'x+2z) =

2z—1
=2z—1=>z7'x+z= :
Z
) 2z —1 ) 2z—1—2° , z2-2z+1
z'x = -z x=—m ——— s =
Z VA 2
Dayigonloring ayrila bilon diferensial tonlik aldiq. z' = d—i yazag.
dz 72 —-2z+1 72 —-2z+4+1
—x+————=0>xdz+——dx =0
dx A Z
_zz—Zz+1

# 0 inteqrallayici vuruguna bolok:
dz dx

—z+ = 0.
z2—2z+1 X

Aldigimiz tonliyi integrallayaq:

f 24z (9 e (D =e
z2—-2z+1 x " (z—1)2 Zrinx=me.
j dz +J dz 41 InC =1 (z-1)-x 1

= = = f
21" ) =1z "X he=nT Z—1
z—1)x 1 1
%ze;z(z—l)-sz-eE.
z =~ oldugunu nozaro alsag;

1 1
(%—1)-x=C-eX‘1=>y—x=Ce¥:>y=x+C-eﬁ;
Beloliklo y = x + C - e¥=* verilmis bircins tonliyin iimumi hallidir.

Misal Ne 4. x2 + y? — 2xyy’ = 0 bircins tonliyini hoall edin.
Holli. y = zx ovazlomasi aparaq, burada z, x doyisonindon asili
hor hansi funksiyadir. Diferensiallayaraq aliriq: y' =z'x+z.y

voy'-in giymatlorini verilmis tonlikds yerins yazaq:
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x>+ z2x? —2x-zx-(Zx+2z)=0.x2 %0
ixtisar edok:
14+22-2z-(Zx+2)=0=>2z-(z'x+2)=1+z%

) 1+ z2 . 1422 )
Z'x+z = =>2z'x = —z=>z'x=
z z
1+ 2% -2z . 1=z
= =S =
2z zx 2z .
Dayisonlaring ayrila bilon diferensial tonlik aldiq. z' = d—i yazag.
dz 1—2z2 1—2z2
— X — =0=xdz — dx = 0.
dx 2z
1-z2 . < .
x( - ) # 0 inteqrallayici vuruguna bolok:
2z P dx 0
1 —dz2 Zd x
Integrallayaraq aliriq: [ ii; - 7x =—InC.

d(z?)
f —Inx=—-InC=-In(1-22)—Inx=-InC.
1—2z2

In(1—-22)-x=InC.z= %oldugunu nozors alsaq:
2 X2 — 2
<1—z—2>-x=(]:> xzy -x =C > x?—vy?% =Cx.
Verilmis bircinc tonliyin {imumi inteqrali bels olur:
x? —y? =Cx.

§ 5. Birtartibli xatti diferensial tanliklar

Ogor tonlik axtarilan y funksiyasindan vo onun birinci tortib
toromasindan ibaratdirss vo yy' hasilindon ibarot deyilss, belo bir
tortibli diferensial tonlik xatti tonlik adlanir. Bir tortibli diferensial

tonliyin imumi sokli beladir:
d
Y 4 PGy = Q@)

1)

(1)-i hall etmok ii¢iin y funksiyasini x -don asili basqa iki

funksiyanin hasili soklinds yazaq:
y = u(x)v(x)
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(2)-ni diferensiallayaraq aliriq:

v tu— (3)
(2) va (3)-ii (1)-2 qoyaraq aliriq:
vZ—Z + u% + P(x)uv = Q(x) voya

d d
v[£+P(x)u] +ud—z= Q(x) 4)
Axtarilan y(x) funksiyasi x -don asili iki funksiyanin
hasilindan ibarat oldugundan onlardan birini istadiyimiz kimi se¢o
bilorik. u(x) funksiyasini elo se¢ok ki, kvadrat motorizo igori-
sindoaki ifado sifra borabor olsun. Bunun iiglin
ZH+PEU=0 (5)
tonliyinin elo xiisusi hollini tapaq ki, o doyisonlorino ayrila bilon
diferensial tonlik olsun. u funksiyasini belo seg¢dikdo (4) tonliyi
bels olar:
d
ud—z = Q(x) (6)
(5) tonliyini hall edarok u(x) funksiyasini tapaq
Z—Z =—P()u; %u = —P(x)dx; Inu = — [ P(x)dx buradan
u= e—fP(x)dx (7)
(5)-1 holl edarkon elo xiisusi halli tapiriq ki, ¥ C = 0 giymatino
uygun olsun.(7)-ni (6)-ya qoyaraq aliriq:

e-fP(x)dxd_v = 0(x)
dx
dv = Q(x)efP(X)dde; v = fQ(x)efP(x)dxdx +C (8)
(7) vo (8)-1 (2) tonliyino goyaraq (1) tonliyinin timumi hallini
alirq:

y = e~/ P()dx [f Q(x)efP(x)dxdx +C

. , _ 1 .o .
Misal Ne 1. y' 4+ ytgx = P tonliyini holl edin.

Holli. Verilmis tonlik xottidir. u vo v x arqumentindon asili
funksiyalar oldugda y = uv avazlomosini aparag.
y =uv =y’ =u'v+ uv' vo bu zaman verilmis tonlik bels olar:
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1
cosXx

u'v+uv +uvtgx =

Vo ya

v(u' + utgx) +uv' =
cos x

u funksiyasini elo segok ki,
u' +utgx =0 (a)
Bu halda (*) tanliyi bels olar:

1
uv’ = cos X (b)
(@) tonliyini hall edak:
du du
Tx = —utgx; o = —tgxdx; Inu = Incosx;u = cos x.

((@) tonliyinin elo hallini tapagq ki, VC = 0 giymatino uygun
olsun).
u = cos x ifadasini (b) tanliyins qoyaraq aliriq:

dv 1
coOsSx— = dv = o
dx cosx cos

Onda y = uv = cosx(tgx + C) va ya y = C cos x + sinx veril-
mis tonliyin tmumi hoallidir.

Misal Ne2. A(1; 1) noqtesindan kegan els ayri tapin ki, toxunanin
ordinat oxunda kasdiyi par¢a toxunma noqtasinin absisina barabar
olsun.

Holli. Toxunanin tonliyini y = kx + b soklinds yazaq; k bucaq
omsali, b toxunanin ordinat oxundan kosdiyi parcadir. Bucaq
omsali k = y’ oldugundan b = y — xy'. Misalin sartino géro b =
xVvoyay —xy' = x. Alinmig

xy' —y = —x tonliyi xottidir. (2) ovozlomasini y’ ig¢iin (3)
ifadasine totbiq edoarok aliriq:

;v =tgx + C.

x(u'v+uv') —uv=—x
voya
vixu' —u) + xuv’ = —x (%)
u funksiyasini elo segak ki,
xu'—u=0 (a)

Onda (**) tonliyi
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xuv' = —x (b)
(@) tonliyindon aliriq ki, u = x.u = x-i (b)-ys qoyaraq aliriq:

.. d d
x*v' = —x Vo ya x-o ixtisar edorok aling:x = = ~1.dv = ——.

Axirinci tanliyi integrallayaraq v = lng aliriq. Onda y =

xIn - axtarilan ayrilor ailasinin imumi halldir. Bu timumi halldan

axtarilan oyrini tapmagq ti¢iin y(1) = 1 sortindon istifado edok. Bu

sort daxilindo 1 =InC voyaC =e.

Hogigotondo y = x lng - axtarilan ayrinin tonliyidir.

Misal Ne 3. xy' + y = Inx + 1 tonliyini hall edin.

Hoalli. Verilmis tonlik Xottidir. u vo v x argumentindon asili

funksiyalar oldugda y = uv avazlomasini aparag.

y =uv =y’ =u'v+uv' vobu zaman verilmis tonlik bels olar:
x(uv+uv')+uv=Inx+1

voya
v(ixu' +u)+xuv’' =lnx+1 (%)
u funksiyasini elo segak ki,
xu'+u=0 (a)
Bu halda (*) tanliyi bels olar:
xuv' =Inx +1 (b)

(@) tonliyini hall edak. ((a) tonliyinin elo hallini tapaq ki, vC = 0
giymatina uygun olsun).

u
x—+u=0=2>xdu+udx =0
dx

Axirmcer tonlik dayisonlorine ayrila bilandir. ux # 0 inteqrallayici
vuruguna bolok:

du dx

—+—=0=Inux =0.

u X
ux=1=>u=-

X
u= i ifadasini (b) tonliyina qoyaraq aliriq.v’ = Inx + 1.
v:f(lnx+1)dx=flnxdx+fdx:

=x+xlnx—x+C=xlnx+C.

23



Demoli: v =xInx+ C.Onday = uv = %(xlnx+ C) = lnx+§.
y=Inx+ g verilmig xatti tonliyin imumi hoallidir.
Misal Ne 4. y' — 373' = x tonliyinin imumi hoallini tapin.

Holli. Verilmis tonlik xattidir. u vo v x arqumentindon asili
funksiyalar oldugda y = uv avazlomasini aparag.
y =uv =y’ =u'v+ uv' vobu zaman verilmis tonlik belo olar:

, , 3uv
uv+uv ——=x
X
Vo ya
3u
v(u’—7)+uv’=x (*)
u funksiyasini elos segak ki,
3u
u' — ~ = 0 (a)
Bu halda (*) tanliyi bels olur:
uv' =x (b)

() tonliyini hall edok: Z—”

2 0sdu—Edx=0
X X X

3u # 0 inteqrallayici vuruguna bolok: Z—Z - % =0
((@) tonliyinin elo hallini tapaq ki, VC = 0 giymetino uygun

olsun).
Axirinci tonliyi integrallayaq:
du dx 1
—— | —=0=>-lnhu—-Inx=0=>Ihu-3lnx=0=
3u x 3
u
= ln—3 = 0.
x
u
—=Lu=x?
X
u = x3 ifadasini (b) tonliyina qoyaraq aliriq:
;3 , dx 1
VX" =X=>UV =—2:>v: _2:___|_C_
X X x

Onday = uv = x3 -(—%+C) = Cx3 — x2.
y = Cx3 — x? verilmis tonliyin {imumi hallidir.
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Misal Ne 5. y'x + y = —xy? tonliyinin {imumi hollini tapin.
Holli. Verilmis tonlik Xattidir. u vo v x arqumentindon asili
funksiyalar oldugda y = uv avazlomasini aparag.
y =uv =y’ =u'v+uv' vobu zaman verilmis tonlik bels olar:
W'v+uv’) - x + uv = —xu?v?

Vo ya

v(u'x +u) + uv'x = —xu?v? (%)
u funksiyasini elo seg¢ok ki, moétarizonin igorisindoki ifads sifra
barabar olsun; yani:

ux+u=0 (@)
Bu halda (*) tanliyi bels olur:
uv'x = —xu?v? (b)

(@) taoliyini hall edak. ((a) tonliyinin eloa hallini tapaq ki, VC = 0
giymatina uygun olsun).

du
—xt+u=0=2>xdut+udx=0
dx

Aldigimiz tonlik doayisonlorina ayrila bilon tonlikdir. xu # 0

inteqrallayici vuruguna bolok:

du dx 1
— 4+ —=0=>hux=02ux=e"2ux=1=2>u=-.
u  x X

u == (a) tonliyinin hollidir. u = = ifadasini (b) tonliyina qoyarag

alirq:

’1 1 2 1 1 2 ’ 2
VX=XV 2V =—XxZ v a0 =--v' =
X X ¥
$17,-|';172=0
dv 1 , 1, dv dx
—+-v°=0=>dv+—-vidx=0=>—+—=0.
dx x X v2 | x

Aldigimiz tonliyi integrallayaq:
dv dx 1
j—2+ —=—-InC; ——+Inx =
v X v
1
" InCx’

1
=—InC; InCx =

— v
v

Onday =uv =

xIncx’
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verilmis xatti diferensial tonliyin timumi hallidir.
§6. Bernulli tanliyi

_ 1
y_xl

ncCx

Bozi bir tortibli xotti olmayan diferensial tonliklor ¢ev-
rilmalar vasitasi ilo xatti tonliys gatirils bilir. Belo tonliklordan biri
do Bernulli tanliyidir:

y' + Py =Qx) y" (1)
n = 1 oldugda (1) tenliyi doyisonlarina ayrila bilon tonlik olur.
n = 0 oldugda (1) tonliyi xatti tonlik olur. ©ger n — 0-dan va
vahiddon forgli ododdirss, onda z = y1™™ ovozlomoasi vasitasi ilo
(1) tonliyi yeni z dayisanina nazaran Xatti tanliya gatirilir.

Bernulli tonliyini
y =u(x)v(x) 2)

avazlomasi il Xatti tanliya gatirmadon hall etmoak olur.
Misal Nel. v’ + f = y2Inx tonliyini hall edin.
Hoalli. Verilmis tonlik Bernulli tanliyidir. y = u - v, onda
y' =u'v 4+ uv’ va tanlik belo soklo galir:

uv
u'v+uv +— = uviinx
x

Vo ya

v (u’ + %) +uv' = u?viinx (%)
u funksiyasini el segok ki,

u' + % =0 (a)
olsun.
Onda () tenliyi u-ya ixtisar edildikdon sonra

v = uv?inx (b)
soklina galir.

(a) tonliyindon u = % xtisusi hollini aliriq vo onu (b) tonliyinoa
goyurudg.
Onda dayisonlorino ayrila bilon v’ =§vzlnx diferensial

tonliyi alariq:
dv dx.dv
D

— =1

v2 x v

= Inx d(Inx)
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1_ (Inx)? | C 2

Axirinct tonliyi integrallayaraq —s=E ot v= ~ Gmoec
alariq.
Hogigoton do y =uv = — verilmis tonliyin {imumi

x(In2x+C)
hallidir.

Misal Ne2. y' 4+ 2xy = 2x

Holli.y =u-v.Ondau'v + uv' + 2x - uv = 2x,
yoniu'-v+u- (' + 2xv) = 2x

awalco v’ + 2x - v = 0 tanliyini hall edak.

dv 2
— = —2xdx, Inlv| =—x?>,v=e""*

Indi u’ - e™*° +u - 0 = 2x tonliyini hall edak. Z_Z =2x-e*’,
du=f2x-ex2dx, u=e* +C
Beloliklo verilmis tonliyin timumi halli:
y=u-v=(e¥+C) e
Yoniy=1+C- e ",
§7 Lagranj tanliyi

y=xpy") +¢u") 1)
tonliyino baxaq, burada ¢ vo ¥ funksiyalar1 y'-don asili namalum
funksiyalardir, ¢ (y") funksiyas1 y’-don forglidir. Belo tip ton-
liklori Lagranj tonliyi adlandirirlar. Bu tonlik x vo y dayisonlorine
nozaron xottidir. Bu halda belo tonliyi komokgi parametrin daxil
edilmasi metodu ilo hall edirlor. y' = p ovazlomasi apararaq
timumi halli tapag. Onda (1) tanliyi bels olar:

y = xp(p) +Y(p) (2)
x-9 gora diferensiallayaraq aliriq:

L= o) +x0' () - T+ D)L,
yani
dp
p=o®=(x¢'®)+y'(P)
Vo ya

(r—o®) 5 —x¢'(®) = ¢'(p) ©)
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(3) tanliyi x = x(p) namolum funksiyasina nazaran xatti tonlikdir.
(3) tanliyini hall edorak aliriq:

x = A(p;c) (4)
(2) va (4) tonliklorindan p parametrini yox edarok (1) tonliyinin
timumi inteqralini aliriq: y = y(x; ¢)
Misal Nel. y = 2xy’ — 3(y")? diferensial tonliyini hall edin.
Hoalli: Tonliyi y' = p oavozlomasi edarok hall edok. Onda tanlik
bels olar:
y = 2xp — 3p2. Tonliyin har iki torofini diferensiallayaraq aliriq:
dy = 2xdp + 2pdx — 6pdp.
dy = pdx oldugundan, pdx = 2xdp + 2pdx — 6pdp,

—pdx = 2xdp — 6pdp
p —Ya bolarak aliriq:
—dx—z—x-d —6d =>§+E-x—6— 0
p P Poap " p

x(p) dayisanino nozaran Xotti tonlik aldiq.
Inteqrallayict vuruq bels olur:

u(p) = exp ([ - dp) = expCainip) =

= exp(Inlp|*) = |p|?* = p?
Onda xatti diferensial tonliyin imumi halli bels olur:

[p?-6dp+C Lic C
x(p) = =i =2+
P p? p? P

Bu ifadani Laqgranj tonliyinds yerins yazaraq aliriq:

2(2 +C> 3p? 42+ZC 3p? 2+ZC
y=2(2p+—=|'p—3p°=4p°+——-3p°=p° +—
p? p p

Beloliklo, verilmis tonliyin Gimumi holli parametrik sokildo belo
olur:

C
x(p) =2p+—
p p P2

2C
y() =p*+ >
Lagranj tomliyinin imumi hoallindon basqa moxsusi halli do ola
bilor.
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@(p) — p = 0 tonliyini hall edarok aliriq:2p —p =0vayap =0
Onda tonliyin moxsusi halli bels olur.
y=¢0)-x+yY0)=0-x+0=0
§8 Kilero tanliyi.

@(y") = y' oldugda Lagranj tonliyinin xiisusi halina baxagq.
Onda Lagranj tonliyi bels olar:
y=xy +9O") 1)
(1) tonliyi Klero tonliyi adlanir.
y' = p avazlomasi apararaq, aliriq:

y=xp+y®) )
x-9 gora diferensiallayaraq aliriq:
_ dp .. dp
p=ptx_—+¢'®_
Vo ya
1) 2P
) (x+y'(®) Ix 0
Ogor ﬁ = 0 olarsa, ondap = C
(1) va (2) —ni nazars alaraq tonliyin timumi hollini aliriq:
y=x-C+9(C) ©)
Ogor x +Y'(p) = 0 olarsa, tonliyin parametrik sokildo xiisusi
hollini aliriqg:

x=-9'(p),y =xp + () (4)
(4) tonliyi Klero tonliyinin maxsusi hallidir.
Misal 1. y=xy' +(y')? y

tonliyinin moxsusi vo {imu-
mi hollini tapin.
Halli. Verilmis tonlik Klero
tonliyidir. y' = p avazlomo-
si aparag.

y = xp +p? (*)
x doyisonina nozaron dife-
rensiallayaraq aliriq vo dy = y=-x%
pdx Sakil 1

pdx = xdp + pdx + 2pdp
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xdp + 2pdp = 0,

dp(x +2p) =0
Birinci vurugu sifra barabor edorak aliriq:

dp=0=>p=C
Bunu (*) tenliyindo yerino yazaq:
y = Cx + C%. Bu iso verilmis Klero tonliyinin timumi hallidir.
Qrafiki olaraq misalin holli bir parametrli diiz xatlor ailosindan
ibaratdir.
Ikinci vurugu sifra barabor edorok aliriq:
x+2p=0voyax =—-2p
Bu tonlik diferensial tonliyin moxsusi hoallina uygundur vo para-
metrik sokilds bels yazilir:

xX=—=2p
{y = xp +p*

Sistemdon p-ni yox edorak inteqral oyrisinin asagidaki hallini ali-
riq:

x x X\ 2 x? x? x?
= —_—— = _— — = — — _—= ——
p===Y x( 2)+(2) 773 4
2
y = 1 2
Hondosi noqteyi nazorindon y = —x: parabolast timumi halls

miioyyan edilon diiz xatlor ailasinin qursayanidir. (sokil 1)

Misal 2. y = xy’ +/(y’)? + 1 diferensial tonliyinin maxsusi va
timumi hallini tapin.
Hoalli. y’ = p avozlomosi aparag.

y=xp+yp?+1 **)
Bu tonliyin hor iki torafini x dayisonina nozoran diferensiallayaraq
alirq:

pdp

dy = xdp + pdx +
p*+1

dy = pdx oldugundan,
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pdx = xdp + pdx +
Vo ya
Vpi+1 A\
dp = 0 halina baxaq. Ondap = C N

Aldigimiz qgiymati (**) tonliyinda
yazarag, tonliyin timumi hollini ali-

rq: /
y=Cx++VC?+1. \
Qrafiki olarag bu hall bir -

. - x5 =]
parametrli diiz xotlor ailasinin !
hallino uygundur. Ikinci hal x = Sakil 2
P . .

NrEE tonliyi ilo miiayyan olunur.
y li¢lin uygun parametrik ifadsni tapaq:
_1n2 2
y=xp+.p?+1= p+1—p+p+1— .

N RNy
Diisturlardan x vo y daylssnlerl iclin p parametrini yox edok.
Axirmct tonliklori kvadrata yiiksaldarok aliriq:

2 2 _ (Y’ 1 S
Yy ‘(m) *(m) =i
Alinmis ifado morkozi koordinat baslangicinda olan vo
radiusu 1-o barabor olan gevranin tonliyidir. Beloliklo tonliyin
moaxsusi halli OXY miistovisindo vahid ¢evradir, bu ¢evro diiz
xatlor ailosinin qursayanidir (sokil 2).

§9. Eyler iisulu vasitasi ils bir tartibli diferensial
tanliyi tagribi halli

Tutaq ki,
y' =fxy) (1)

tonliyi verilmisdir vo onun y(x,) = y, sortini 6doyan xiisusi halli-
ni tapmaq lazimdir. Yoni M(x,, y,) noqtesindon kegon inteqral
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oyrisini tapmagq lazimdir. inteqral oyrisini diizbucagli pargalarimn-
dan ibarat olan siniq xatt soklinda togribi olaraq qurmaq olar.

Bu siniq xattin [x,, b] pargasinda
qurulmasi tsuluna baxaq. [x,, b] par- t
gasint Xy, X1, X3, X3, ..., X, = b noqtalori l
ilo n borabar hissoya bolok vo bu
noqtalordan OY oxuna paralel olan diiz \
xatlar kegirak. N ' sl TR N T

Integral ayrisins aid olan baslan- !
gic My(x,, yo) noqtasindan integral ayrisini ovoz edon siniq xott
¢okok. (1) tonliyinin sag torofine M, noqtasinin koordinatlarini
goyaq Vo integral ayrisine ko = f(xq,yo) noqtasinda ¢okilmis
toxunanin bucaq amsalini hesablayag.

M, noqtasindan bucaq amsali k, olan vo x = x; diiz xatti ilo
M, (x4, y;) noqtasinds kasigon diiz xatt kegirok

MM, toxunaninin tonliyi beladir:

Y — Yo = ko(x — xo) (2)

M, (x4, y;) noqtasini integral ayrisinin noqtasi gabul edak.

Bu noqts (2) toxunaninin tizarinds yerlosdiyindan (2) —ys
verilmis koordinatlar avoazina bu néqtonin koordinatlarini qoyaraq
alinq:

Y =yo + kolxy — x0) 3
M; noqtesinin  koordinatlarin1 bilorok onu (1) tonliyins
goyub k; = f(x4,y,) bucag amsalini tapa bilorik. M; noqtasindon
bucaq amsali k; olan vo x = x, diiz Xotti ilo M,(x,,y,) noqte-
sinda kasison diiz xatt kegirak.
MM, toxunaninin tonliyini yazagq:
y—y1=ki(x —x;) 4)
Belo ki, M, (x5, y,) noqtasi (4) diiz xattino aid oldugundan
bu ndqtenin koordinatlarini (4)-o qoyaraq alariq:
Y2 = Y1+ ki(x; — xp) ©)
M, ndqtasinin koordinatlarimi bilarak (1) tonliyindan k, =
f(xy,v,) bucaqg omsalimi tapmaq vo x = x, diiz xotti ilo
M5 (x5, y3) noqtasinds kasison M, M5 diz xottini qurmag olar. Bu
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prosesi My, (x,, ¥,) topa ndqtasinin koordinatini tapana qoador da-
vam etdirmok olar.

Belo isulla qurulmus My, M,, ..., M,, siniq xatti [x,, b] par-
casinda M, (x,, ¥o) noqtosindon kecon togribi integral oyrisidir.
Bu ayri Eyler oyrisi adlanir.

Eyler oyrisi vo axtarilan integral oyrisinin {mumi
My(xg,yo) ortaq noqtosi var. Ogor [x,, b] pargast n borabor

hissaya boliinmiisdiirso, onda h = b_ni pargast hesablamanin

addimi adlanir.

Aydmdir ki, h komiyyatinin azaldilmasi qurmanin
doqiqliyini artirir.  Eyler oyrisini qurarken tops noqtolorinin
koordinatlarini bilavasito grafikdon gétiirmok lazimdir.

Siniq xattin tops ndqtesinin ordinatinin qiymatine verilmis
diferensial tonliyin togribi odadi giymat kimi baxmaq olar.

Bu zaman M;, ; (x;,1, ¥;+1) noqtosinin ordinati

Yier=Y1+t ki h

voya

Yier =y1+ f(x,71) - h (6)
diisturundan tapilir.
Misal. Eyler oyrilori tisulunu totbiq edorak y(0) = 0 baslangic
sortini 6dayan
y' = xy? + 1 tonliyinin [0,1] par¢asinda toqribi hallini tapin.
Holli. n =5 oldugda [0,1] parcasin1 5 barabor hissoys bolok.

Onda hesablamanin addim1 h = % = 0,2 olar.

Xi Vi [ y1) fxpy1) - h
i=0 0 0 1 0,2
i=1 0,2 0,2 1,008 0,2016
i=2 0,4 0,4016 1,0645 0,2129
i=3 0,6 0,6145 1,2266 0,2453
i=4 0,8 0,8598 1,5914 0,3183
i=5 1 1,1781

Eyler ayrisinin topa noqtalorinin ordinatini hesablamaq tigiin

4 siitiindan ibarat codval diizoldok. Birinci siitunda ayrinin tops

noqtalarinin absislorini yazaq, ikinci siitunda isa bu tops ndg-
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tolorine uygun olan ordinatlarin giymetini yazaq. Ugiincii siitunda
bu topa néqtasinds olan téramonin giymatini yazaq, dordiincii sii-
tunda iso t¢tinci siitunun giymatlorinin h-a hasilini yazag. Veril-
mis cadvoldon istifado edarak asanligla ayrinin taps ndqtslorinin
ordinatlarin1 tapmaq olar. (6) —dan goriindiiyti kimi bunun {igiin
har avvaki ordinata onun dordiincii siitunda duran artimini galmak
lazimdir. Belaliklo, axtarilan y(x) funksiyasinin x = 1-do giymati
1,1781-dir.
§10. ikitortibli diferensial tanliklor

Iki tortibli diferensial tonliyin iimumi sokli belodir:

F,y,y,y")=0 1)
Ogor (1) tanliyi téromayo nozoran hall edilirss,
y'=fley.y") 2

aliriq.Cyva C, sabitlorinin ixtiyari giymatinds (1) v ya (2) tonliyi-
ni eyniliya g¢eviron y = y(x, Cy, C,)-ya tonliyin timumi halli de-
yilir.C; vo C, sabitlorinin konkret giymatlorinds y = y(x, Cy, C,)
iimumi hollindon alinan holls iki tortibli diferensial tonliyin xiisusi
holli deyilir. iki tortibli diferensial tonliyin hollinin grafiki inteqral
oyrisi adlanir. iki tortibli diferensial tonliyinin xiisusi halli

Yo =y(x0); ¥'(x0) =0 3)
sortindon alinir. (3) sortindan C;va C, tapilir.(2) tonliyinin (3) sor-
tini 6doyan xiisusi hallinin tapilmasi masalasine iki tortibli dife-
rensial tonlik {iciin Kogi mosoalosi deyilir. iki tartibli diferensial
tonlik t¢iin Kosi mosalosi ondan ibarotdir ki, My(xg,Yo)
noqtesindon yg istigamotindo kegon inteqral oyrisi tapilsin.(3)
sortinin 0donilmoasi ilo (2) tonliyinin xiisusi hollinin tapilmasi
asagidaki varliq vo yeganolik teoremi ilo ifado olunur.
Teorem. ©goar f(x,y,y") funksiyast My (xg, Yo, ¥o) noqtasini 6ziin-
do saxlayan oblastda kosilmozdirso, onda y” = f(x,y,y") tonliyi-
nin y(xy) = yo, ' (x9) = y§ sortini 6doyan xiisusi holli vardir.

a i} . c e . . .
Ogor bundan basqa é Vo 6—3]:, xiisusi toramoalori do kasilmazdirsa,

onda onun halli yeganadir.
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§11. Tartibin azaldilmasina gatiran ikitartibli diferensial
tanliklarin sada névlarinin inteqrallanmasi

Birinci nov diferensial tonliklora asanligla gatirilo bilon g
tip ikinci tortib diferensial tanliys baxaqg.
Birinci tip: y" = f(x)
Tonliyin sag torofi y funksiyasindan vo y’ toromosindon asili
deyil.Verilmis tonliyi bels yaza bilarik:

2 = f(x) vayady' = f(x)dx
Axirimci tonliyi inteqrallayaraq aling: y' = [ f(x)dx + C;.
Alinmis tonliyi yens integrallayaraq (1) tonliyinin timumi hallini
alirq:

y = f[f(x)dx]dx + Cix + C,.
Misal Nel. y = x + cos x tonliyinin imumi hallini tapin.
Holli. y" = — oldugundan di, =x + cosx Vaya
dy' = (x + cosx)dx
Inteqrallayaq: y' = [(x + cos x)dx = x2_2 + sinx + C;.

Ondady = (x: + sinx + Cl) dx.

x? 1 x3
yzf 7+51nx+(]1 dxzz-?—cosx+61x+62:

1
= €x3 —cosx + Cix + C,

y = 2x3 —cosx + Cix + C, - itmumi halldir.
6

Misal Ne2. y” = 6x +sinx tonliyinin y(0) =2;y'(0) =3

baslangic sortini 6doyon xiisusi hollini tapin.

Holli. y" = % oldugundan, verilmis tonlik bels olur:

% = 6x + sinx voyady' = (6x + sinx)dx

Inteqrallayaraq aliriq:
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y' = f(6x + sinx)dx = 3x? — cosx + C;

dy = (3x% — cosx + C;)dx

voya

y' =3x% — cosx + C; ()
(%) borabarliyini inteqrallayaraq aliriq:
y = x3 —sinx + C;x + C,-verilmis tonliyin iimumi hallidir.
Baslangic sortlordon istifado edok. Umumi tonliyox = 0 voy = 2
giymatlarini yazaraq aliriq: C, = 2.
(*) tonliyino x = 0 vo y' = 3 giymatlorini yazaq. 3 = -1+ C; vo
C, = 4.

Hogigoton do y = x3 —sinx + 4x + 2 -verilmis tonliyin
baslangic sartlori 6doyan xiisusi hoallidir. Hondoasi olaraq axtarilan
hoall onu gostarir ki, inteqral ayrisi M, (0; 2) noqtesindon kegir.
Masala. Lokomotiv yolun horizontal sahasinds 90 km/saat siiratlo
horokat edir. ©gar harokotin miiqavimati tormoz bas verdikdon
sonra onun ¢akisinin 0,3-na barabar olarsa na godar vaxtdan sonra
Vo hans1 masafods lokomotiv tormozla dayandirila bilor?

Hoalli. Tutaq ki, m lokomotivin kiitlasidir, S- t aninda gedilan yol-

dur, g isa agirhq qivvasinin tocilidir. Nyutonun ikinci ganununa
dzs

gora lokomotivin harokat tonliyi belo olur: m prok —0,3 mg.
2
m -o ixtisar etdikdon sonra aliriq: % =-0,3g.
2
Tutag ki. £ = v, onda &5 = L v L = —0,3g. Bu tonliyi hall
dt dt dt dt

edorak aliriq:
dv =-0,3gdt; v= —O,S.fgdt = —0,3gt + C;. (D

V(; sabitinin giymotini miioyyon edok. Masalonin sortina goéroa
t = 0 oldugda v = 90 km/saat vo ya v = 25m/san. Ona gora
do (1)-don aliriq ki, C; = 25.
Haqigoaton do

v=-03gt+25 (2)
Vo ya
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ds
pri —0,3gt + 25;dS = (—0.3gt + 25)dt.

Integrallayaraq aliriq:
S =—-0,15gt? + 25t + C,(3)
VC, sabitinin giymotini miioyyon edok. Sorto goro t = 0 oldugda
S = 0 oldugundan (3)-don aliriq ki1, C;, = 0. Demali,
S =-0,15gt% + 25t (4)
tonliyi verilmis baslangic sortlori 6deyan xiisusi halldir. Lokomo-

tivin dayanmasi ti¢iin tormoz vaxtini (2)-don tapag. v = 0 olduqda
25 25

L= 03g 03-98
(4) tonliyina t = 8,5-1 qoyaraq lokomotivin tormoz basladigdan
sonra getdiyi yolu tapagq:
S~-015-9,8-72,25+25-85 = 106,3 m.

Demoli masalanin sartlori daxilinds 8,5 san.-dan sonra lokomotiv
106,3 m masafo got etdikdon sonra dayandirila bilar.
Ikincitip. y" = f(x,y") 2)

Tonliyin sag torofi y funksiyasindan asili deyil. (2) tonliyini
hall etmok {igiin y' = p avazlomasini aparaq. p-x arqgumentindan
asili hor hansi funksiyadir. Onda y" = p’ vo (2) tonliyi x vo p
dayisanlarina nazaran birinci tortib tonlik olar: p' = f(x,p). Oger
axirincl  tonliyin - imumi  holli p = ¢(x,C) olarsa, onda
inteqrallamam tokrar edorok aliriq: y = [ @(x, C;)dx + C,. Bu iso
(2) tonliyinin imumi hallidir.

~ 8,5 san.

MisalNe 3.y" = i—x tonliyinin imumi hollini tapin.

Holli. Tonliyin sag torofi y funksiyasindan asili deyil. y' =p
avazlomasini aparag; onda y” = p’ oldugundan aliriq:
p dp_ p dp_ dx
1+x dx 1+x'p 1+x
Axirinct tonliyi inteqrallayaraq aliriq:
Inp=In(1+x)+1InC;

p' =

Vo ya

dy
p=C(A+x).p I
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oldugundan,
dy = C;(1 + x)dx. Alinmis tonliyi yens inteqgrallayaq:

X2
jdy=jC1(1+x)dx= j(Clx+Cl)dx = Cl<x+7>+62.
y=0 (x + x—z) + Cz verilmis tonliyin imumi hallidir.

Misal Ne4. y" = — — —tenllylnln y(1) =1; y'(1) = 2 sortlorini

Odoyan xiisusi halhm tapin.
Holli. Tonliyin sag torofi y funksiyasindan asili deyil. y' =p
avazlomasini aparag; onda y” = p’ oldugundan aliriq:

,_ 1 p
p T x?2 x
Vo ya
, 1
p = (*)

Almmus (*) tonliyi birinci tortib xotti tonlikdir. Onu hall etmok
liclin p = uv oavazlomasini aparag. (*) tonliyinin iimumi halli bels
olar:

In x N Cy
- 4+ = * %
p=——"+- (**)
(*#) tonliyini inteqrallayaraq aliriq:
In?x
y = Inx + C,.

y(1) = 1 oldugundan axirinci tonlikdon alinq: €, = 1.y'(1) = 2

2
oldugundan C; = 2 alirnq. Haqigaton do y = me +2Inx+1
verilmig tenliyin baslanglc sartleri 6d9y9n xtisusi hoallidir.

Misal Ne 5. y”

sortini 6doyon Xusu51 hslhm tapin.
Holli. Tonliyin sag torofi y funksiyasindan asili deyil. y’ = p;

(p — x-don asil1 hor hansi funksiyadir)eVeZlamasini aparag; onda
dP

y" = p' oldugundan aliriq: y"
dp  2xp dp 2xdx

— = > —
dx x24+1 p x2+41
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Integrallayaraq aliriq:

fdp f 2xdx

—_— = =

p x?+1
Shp=In(x?+1)+InC,=>p=Cx*+1)

vo yay' = C;(x%? +1). y'(0) = 3 baslangic sortindon C; sabitini

tapaq: ¢; = 3.

Onda
dy
E=3x2+3zdy=(3x2+3)dx=>

=>y=J(3xZ+3)alx=>y=x3+3x+c2

y(0) = 1 sortindon C, sabitini tapiriq: C, = 1.
Onday = x3 + 3x + 1 verilmis tonliyin xiisusi hallidir.

Ugiincii tip. y" = f(y,y") (3)
Tonliyin sag torofi y arqumentinden asili deyil. (3) tonliyini hall
etmok ticlin y' = p ovazlomasini aparaq. p funksiyasi y funk-
siyasindan asili hor hansi funksiyadir. Miirokkob funksiyanin
diferensiallama qaydasindan istifads edorok aliriq:

,_dy' dp dp dy dp
Tdx dx dy dx Pay
H oA d_p
Belolikla: y" =p iy 4)
(3) tonliyino y" = pz—z yazaraq p Vo y dayisonlorino nozaron

birinci tartib diferensial tonlik aliriq:
dp
Pay fQ.p) (5)
Ogor p = ¢(y,C) (5) tonliyinin imumi hollidirss, onda x va y
dayisonlarina nazaran dayisonloarine ayrila bilon diferensial tonlik
aling: dy = ¢(y, C,)dx.
Onda

Vo
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[ =xuc
=x
(p (y ) Cl) 2
verilmis (3) tonliyinin imumi inteqralidir.

Misal Ne6.(1 —y)y” + 2(y")? = 0 tonliyinin y(0) = 0, y'(0) = 2
baslangic sortlorini 6doyan xiisusi hallini tapin.

Hoalli. Verilmis tonlik x arqumentindon asili deyil. Tutaq ki, y' =
p; p funksiyasi y funksiyasindan asili hor hansi funksiyadir. Onda

d . . .
y' = pd—z va verilmis tonlik belo olur:

(1 —y)pj—i+ 2p? =0
voya
dp
p (1—y)@+2p] =0
Birinci vurugu sifra barabor etsok aliriq p = 0 vo ya Z—z =0,y=_C.

Bu hall misalin sortini 6domir; belo ki, 0(0; 0) noqtasinds
ayriys ¢okilmis toxunanin bucaq amsali 2-dir. ikinci vurugu sifra
barabar edok:

da da
A-y)g +2p =0y - D> =2p; (y - Ddp = 2pdy;
ap _ 2ay

p y-1
Axirinci tonliyi inteqrallayaraq aliriq:
p=C(y—1)? ()
p= Z—z oldugundan
dy = C;(y — 1)%dx

Vo ya

dy
. (_’)/'——1)2 = Cldx.
Inteqrallayaraq aliriq:

1
_}/'Tl = Clx + C2 (**)

(**) tonliyi verilmis tonliyin imumi hallidir.
y(0) = 0 oldugundan (**)-dan aliriq: C, = 1. Sarto goéro y'(0) = 2;
onda (*)-dan aling: C; = 2. Belaliklo alirq:
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voya

axtarilan xiisusi halldir.
§12.n tartibli xatti bircins diferensial tanliklar

n tortibli xotti bircins diferensial tonliklorin imumi sokli

belodir:
y® +a,(x) y®* D +a,(x) y® D+t a,(x)y=0. (1)

1. Ogor y; = y,(x),y, = ¥2(x), .., ¥u = yn(x) funksiyalar1 (1)
tonliyinin xiisusi hallidirss, onda onun halli
Y =Y+ 6y, + = cpyp olar
2.a; =0({=1,2,..,n) oldugda a,y, + ayy, + -+ a,y, =0
borabarliyi 6doanilorss, y4,y,, ..., ¥, funksiyalari (a,b) -do Xotti
asili olmayan adlanir; oks halda xatti asil1 olan adlanir.
3. Vronski determinantinin imumi sakli beladir:

Yi Y2 Yn

Vi Y2 e Yn

W(x) = S Vi
yl(n—l) yz(n—l) yr(ln—l)

4. Verilmis tonliyinin xiisusi hallori (a, b) intervalinin heg bir
noqtosinds sifra ¢evrilmirsa, yani W(x) # 0 olarsa fundamental
sistem toskil edir.
Misal. Gostorin Ki, y; = e¥,y, = x-e*,y; = x?-e* funksiya-
lar1 har hansi ¢ tartibli xatti bircins diferensial tonlik {igiin funda-
mental sistem toskil edir.
Holli. W (x)-i tapaq:

e* xe x2e*

Wix) =e* (x+1)e* (x%2 +2x)e* | =
e* (x+2)e* (x?+4x+2)e*

X
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1 X x? 1 x x?
=e3|1 x+1 x242x |=€e>*|0 1 2x |=
1 x+2 x*44x+2 0 2 4x+2

=e3*(4x + 2 — 4x) = 2e3*

Aydindir ki, Vx € R iigiin W (x) # 0. Hogigaton do verilmis
funksiyalar ii¢c tortibli xotti bircins tonliklor sistemi {igiin
fundamental holl toskil edir. Umumi halda ii¢ tortibli xotti bircins
diferensial tonliyin timumi sokli beladir:

y" + a;(x)y" + ay,(x)y" + az(x)y = 0. y4,y,,y5 funksiyalarmi
Vo tigiincii tortibadok totamoalarini bu tonliya
goyaraqa; (x), a,(x), a3 (x) -0 nozaran ti¢ tonlikdon ibarat sistem
aliriq. Bu sistemi holl edorok y” —3y” + +3y’ —y = 0 Xatti
bircins tonliyini aliriq.

Onda tonliyin timumi halli bels olur:

y = Cie* + Cyxe* + Cyx2e*.

§13. iki tortibli sabit omsalli xatti bircins diferensial
tonliklarin halli

Tutaq ki,
y'+py +qy=0 1)
p Vo q sabitlordir, tonliyinin imumi hoallini tapmaq tolob olunur.
(1) tonliyi iki tortibli sabit omsalli xatti bircins diferensial tonlik
adlanir. (1) tonliyinin iimumi holli asagidak: diisturdan tapilir:

y=0Cy + Gy, (2)
Y1 Vo Y, bu tonliyin iki xotti asili olmayan xiisusi holloridir. y; =

y1(x) vo y, = y,(x) funksiyalar1 (a,b) intervalinda o zaman
Xatti asili olmayan adlanir ki, a;y; + a;y, =0

borabarliyi 6danilsin; burada a4, @, € R olduqda @; = a, = 0.

Y1 Vo y, xisusi hoallorini tapmaq {iglin asagidaki tisuldan istifado
edok. Tutaq Ki, k V sabit oldugda y = e** (1) tonliyinin hallidir.
Bu hall L.Eyler torafindan irali siirtilmiisdiir. k parametrinin hansi
giymotlorinds y = e** -in (1) tonliyinin halli oldugunu arasdiraq.
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Bunun iigiin y' = ke®*vo y” = k?e**-i tapaq vo (1) tonliyindo
yerind qoyaq. Noticodo asagidaki ifadoni aliriq:

k2e** + pke** + qe** = e**(k? + pk + q) *)
y = e -in (1) tonliyini 6domsosi tigiin (*) ifadasi eynilik kimi
sifra borabor olmalidir. e** vurugu k-nin heg bir qiymatinda sifra
barabar olmadigindan ikinci vuruq sifra borabar olmalidir.

(k> +pk+q) =0 (3)
tonliyini 6doyon k -nimn qiymotlori {i¢iin y = e** xiisusi hoallini
alirig. (3) tonliyino (1) tonliyinin xarakteristik tonliyi deyilir.
Xarakteristik tonliyi holl edorkon 3 hal ola bilar: koklor haqiqi vo
miixtolifdir; kdklor barabordir; koklor qosma kompleksdir.

kx

ikitortibli sabit amsalli bircins diferensial toliklorin imumi halli

Xarakteristik tonliyin Xarglgtensﬂk . )

Sklori tonliyin Umumi hall
koklori T

diskriminanti

ki, k, koklari haqiqi vo _ x o
miixtalifdir b>0 y(x) = Crefr* + Cyeke
ky =k, =a koklori B} L
hoqiqi vo barabordir b=0 y(x) = e®(C; + Cxx)
kl; kz kf)k]sl‘i  ax
kompleksdir: D<0 yx)=e (ilgozi[rﬁlxﬁx)
ky=a+ ik, =a—pi 2

I hal. (3) tonliyinin koklori haqiqi vo miixtalifdir; yoni k; # k.
Onda

yp =ef* vo y, = efe¥
xatti asil1 deyil, yoni
k1x
& = ek_ = e(k1—k2)x *0
y2 ere*

Bu hollor fundamental sistem toskil edir; bela ki, onlarin Vronski
determinanti

W(x) =

kqix kox

e e

kleklx kzekzx
= e(ktka)x . (f, — k) # 0.

Hagqigaton da (1) tonliyinin timumi sokli bels olur:

y = Cief1¥ + C ek (4)
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Il hal. Koklor hagiqi vo barabardir, yoni k; = k, = a. Bu halda
verilmis tonliyin yalmz bir halli vardir: y = e**. Umumi holli
tapmagq {i¢iin y, hallini tapmaq talob olunur. Ikinci tonliyi segmok
ticiin (1) tanliyino daxil olan p vo g parametrlorini « ilo isars edok.
Viyet teoremino gors aliriq:
p=—(k; + k) =—-2a; q=kik,=a?. Onda verilmis (1)
tonliyi asagidaki kimi olar:
y" —2ay +a’y =0 (1"
Ikinci y, hollini iki funksiyanin hasili soklindo axtaririq; yoni
y, = u(x)v(x).0Onday;, =u'v+uv';y; =u"v+2u'v' +uv”;
Y3,Y2, Yz-in qiymatlorini (1')-do qoyaraq aliriq:
u'v+2u'v +uv” = 2au'v — 2auv’ + a®uv = 0,

voya

vu" = 2au’ + a?u]l +2v'(w —aw) +uv”" =0 (a)
u funksiyasini elo segok ki, u' — au = 0 olsun. Bu tonliyi hall

edorok u funksiyasini aliriq:

du du o
— =qu; — = adx; Inu = ax;u = e**.
dx u

Onda u' = ae®,u" = a?e.u,u/,u” -i (a) tonliyino qoyaraq
aliriq: uv” = 0. Bu tonliyi hoall edorak aliriq:
v =A,v=Ax + B.

Sadolik tigiin A = 1, B = 0 gobul edok. Haqigoton

v=2Xx; Y, =uv; y, = xe**
Onda (1) tonliyinin iimumi holli bels olar:

y = Ce* + Cyxe** (5)
burada k; = k, = a xarakteristik tonliyin koklaridir.
I11 hal. Xarakteristik tonliyin koklori kompleksdir, yoni

ki, =atpi.
Bu zaman (1) tonliyinin hallori
y, = e(a+iﬁ)x Vo y, = e(a—iﬁ)x

funksiyalaridir.

2 2
P _ - _Ps_ f _r
(D— 2 q<0,a z.ﬁ -7 >0>.
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Asagidaki Eyler diisturlarindan istifads edirik.
e? =cosg +ising,e™™ =cosgp —ising
onda y; = e® - ¥ = ¢ cos fx + ie®* sin fx,
y, = e - e7IB¥ = ¢®X cos Bx — [e® sin Bx.
(1) tonliyinin iki haqiqi xtisusi hoallini tapaq. Bunun tiglin y; vo
¥, hallorinin iki xatti kombinasiyasini tapaq:

_ylzyz =e™ cosfx =7y, vo ylziyz =e™sinfx =7y,
}’1 V2
W( ) - !
U2
W= | e cos fx e®* sin fx |
"~ |lae® cos Bx — f e*sin fx  ae** sin fx + fe** cos fx
W= e cos fx e®* sin Bx _
"~ le**(acosBx — BsinBx) e (asinfx + B cosfx)|
— p2ax

cos fx sin Bx _
acosfx — Bsinfx asinfx +,Bcosﬁx| B
= e2®B(cos?Px + sin?fx) = e?** - B # 0.
y1 va y, hallori fundamental tonliklor sistemi togkil edir, bels ki,
W(x) # 0.
Taonliyin imumi halli bels olur:

y = e (C; cos Bx + C, sin Bx) (6)
Misal Nel. y” — 6y’ + 8y = 0 tonliyinin imumi hallini tapin.
Holli. k? — 6k + 8 = 0 xarakteristik tonliyinin iki miixtalif hogiqi
kokii var: k; = 2, k, = 4. Onda tonliyin imumi halli
y = Cler + Cze‘“‘ olar.

Mlsa1N02 — — 2 — — 3x = 0 tonliyinin imumi hallini tapin.

Holli. Xarakterlstlk tanllyl tortib edok:
k2_2k_3:0:>k1:3, k2:_1.
Xarakteristik tonliyin iki miixtalif haqiqi kokii oldugu ti¢iin (4)

diisturuna asason {imumi hall bels olur:
x = Ce3t + Cet.
2
MisalNe3. 42—(;; + p = 0 tonliyinin imumi hallini tapin.
Holli. Xarakteristik tonliyi tortib edok:
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L.

N =

1
4k2+1:0:>k2:_z:k1’2:i

Xarakteristik tonliyin qosma kompleks koklori oldugu tigiin (6)
@

diisturuna asason aling: p = A cos% + B sin >
MisalNe 4. % + w?x = 0 tonliyinin {imumi hollini tapin.
Hoalli. Xarakteristik tonliyi tortib edok:
k?+w?=0=k?=-w?= ki, =twi
Xarakteristik tonliyin qosma kompleks koklori oldugu tigiin (6)
diisturuna asasen aliriq: x = A cos wt + B sin wt.
MisalNe5. y” + 2ay’ + a?y = 0 tonliyinin iimumi hallini tapin.
Hoalli. Xarakteristik tonliyi tortib edok:
k?+2ak+a?=0=>(kk+a)’=0>k, =k, = —a.
Xarakteristik tonliyinin iki eyni kokii oldugu {igiin (5) diisturuna
osason aliriq:
y = Cie ™ 4+ Coxe™ .
MisalNe 6.y" — 4y’ 4+ 13y = 0 tonliyinin imumi hallini tapmn.
Holli. Xarakteristik tonliyi tortib edok:
k? —4k+13=0;k =2+ 3i
Xarakteristik tonliyin qosma kompleks koklori oldugu tigiin (6)
diisturuna osasan aliriq: y = e2*(4 cos 3x + B sin 3x).
MisalNe 7. y" — 8y’ + 16y = 0 tonliyinin y(0) =2; y'(0) =5
baslangic sortlori 6doyan xiisusi halli tapin.
Holli. k? — 8k + 16 = 0 xarakteristik tonliyinin iki eyni kokii
var: k; = k, = 4, ona goro do tonliyin iimumi halli:
y = Ce*™ + Cyxe**.
Baslangic sortlari nazars alaraq C;Vva C, sabitlorini miioyyan edoak:
C,+0=2 C,=2
{4C1 +C,=5 {CZ = —-3.
Onda tanliyin xiisusi halli
y = 2e** — 3xe** = e (2 — 3x).
Misal Ne8. y" — 6y’ + 8y = 0 tonliyinin y(0) =1; y'(0) =2
baslangic sortlorini 6dayan xiisusi hallini tapin.
Holli.k? — 6k + 8 = 0 xarakteristik tonliyinin iki miixtolif hogiqi
kokii var: k; = 2,k, = 4. Onda tonliyin {imumi hoalli y = C;e?* +
46



+C,e*™ olar. C; vo C, ixtiyari sabitlordir. y'(x) = 2C,e? +
+4C,e**. Baslangic sortlori verilmis tonliklordo yerino goyaraq
alinq:
Cie%* + C,e®* =1; C; +C, = 1.
2C,e%% + 4C,e%% = 2; 2C, + 4C, = 1
C,+C =1
{Cl +2C,=1
Bu tonliklar sistemini hall edarok aliriq: C; = 1; C, = 0. Verilmis
tonliyin baslangic sorti ddoyan xiisusi halli belo olur: y = e?*.
MisalNe9. y" —4y'+ 13y =0;y(r) =0; y'(r) =1 sortini
0dayan xiisusi hallini tapin.
Holli. Bircins y” — 4y’ 4+ 13y = 0 tonliyini hoall edok.Tanliyin
xarakteristik  tonliyi  belodir: k?—4k+13=0; k=24 3i
oldugundan tonliyin imumi halli y = e**(C; cos fx + C, sin Sx)
diisturuna asasen tapilir. @ = 2, f = 3 oldugundan

y = C;e%* cos 3x + C,e?* sin 3x.

y'(x) = 2C,e?* cos 3x — 3C,e?* sin3x +

+2C,e?* sin 3x + 3C,e?* cos 3x.
C; vo C, omsallarmi toyin etmok {igiin baslangic sortlordon
istifado edirik.

{ Clezn =0
_chezn - 3C2€2T[ =1.
Sistemi hoall edorok alinq: C; = 0; C, = —ge_zn.
Tanliyin xiisusi halli bels olur:
1 —2T 52X o; 1 2(x—T) o
y=—§e e sm3x:—§e sin 3x.

§14. iKki tortibli sabit omsalli xatti qeyri bircins diferensial
tonliklor.

y'+py +aqy = f(x) (1)
p Vo q hogigi odadlor, f(x) kesilmoz funksiya oldugda (1)
tonliyino iki tortibli sabit amsalli geyri-bircins diferensial tonlik
deyilir.
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Iki tortibli sabit omsalli geyri bircins xotti tonliklarinin halli
iki hallin comindon ibaratdir: y = y, + y.

Yo holli y" +py’' 4+ qy = 0 bircins tonliyinin hallidir. y
xiisusi hollinin axtarilmasi zamani qeyri-miioyyon omsallar
tisulundan istifads olunur. Qeyri-miioyyon omsallar iisulu 0 zaman
totbiq olunur ki, (1) tenliyinin sag torafi, yoni f(x) funksiyas1 ya
istli funksiya, ya coxhadli, ya da trigonometrik(sinus vo ya ko-
sinus)funksiya olsun. y xiisusi hsllini taparken asagidaki teorem-
lordan istifads edirlor.

Teorem 1. ©goar tonliyin sag torafi n doracali ¢oxhadlidirss va 0
odadi xarakteristik tonliyin kokii deyilss, onda y xiisusi hollini
eyni dorocali ¢oxhadli soklindo axtarmaq lazimdir. Ogor
xarakteristik tonliyin koklorindon biri sifra borabar olarsa, onda y
xiususi  hoallini eyni doaracali goxhadlinin x -o hasili soklindo
axtarmaq lazimdir.
Teorem 2. Ogor tonliyin sag torofi f(x) = ae™* soklindadirso vo
m odadi xarakteristik tonliyin kokii deyilso, onda y = Ae™*. ©Ogor
m adodi xarakteristik tonliyin koklorindon biri ilo iist-iisto diigorsa,
onda ¥ = Axe™*. Ogor m odadi xarakteristik tonliyin hor iki kokii
il iist-iisto dusorse, y = Ax2e™>*.
Teorem 3. Ogor tonliyin sag torofi f(x) = e™*(acosnx +
+b sin nx) soklindadirso Vo m + ni ododi xarakteristik tonliyin
kokii deyilsa, onda y = e™* (A cos nx + Bsinnx).
Ogor m + ni adadi xarakteristik tonliyin kokiidiirso, onda

y = xe™ (A cosnx + Bsinnx) .
Teorem 4. Ogor Xatti geyri-bircins diferensial tonliyin sag torafi
f(x) = e™[P;(x) cosnx + P, sinnx], P;(x) vo P,(x) ¢oxhadli-
dirlor, m + ni xarakteristik tonliyin kokii deyilso,

y = e™[Q1(x) cosnx + Q,(x) sinnx]; Q1(x) vo Q2(x)
coxhadlidir, doracalori P;(x) vo P,(x) coxhadlilorinin boyiik
doracalori ilo eynidir. ©gor m + ni ododi xarakteristik tonliyin
kokiidiirse

y = xe™[Q,(x) cosnx + Q,(x) sinnx].
Teorem 5. Ogor xotti qeyri-bircins diferensial tonliyin sag torofi
iki funksiyanin comi soklindo verilmisdirss, yoni y” + py’ +
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+qy = fi(x) + fo(x) olarsa, onday;- y" +py'+qy = fi(x) ten-
liyinin xiisusi hollidirsa vo y, -y” + py’ + qy = f>(x) tonliyinin
xiisusi hallidirso, onda y =7y; +7y, verilmis tonliyin xiisusi
hallidir.
MisalNel. y” + y' — 2y = 6x? tonliyini hall edin.
Holli. ©vvalca bircins diferensial tonliyin hallini tapagq.
y'+y' —2y=0k*+k—-2=0; ky, =-2,k, = 1.
Yo = Cre %% + Cre

Qeyri-bircins diferensial tonliys uygun xiisusi halli tapagq.
y=Ax?>+Bx+C,y' =2Ax+ B,y" = 2A.y,y',y"-in
giymatlorini verilmis tonlikdos yerinos yazaq:

2A + 2Ax + B — 2Ax? — 2Bx — 2C = 6x?

—2A=6 A=-3
2A—2B=0 ={B=-3 >y=-3x2-3x—4,5
2A+B-2C=0. C=-45

y =y, +y=Cie ?* +Cre*—3x%—3x —4,5.

Misal Ne2. y” + 4y’ + 5y = 5x? — 32x + 5 tonliyinin imumi halli-
ni tapin.
Hoalli. ©vvalca bircins diferensial tonliyin hallini tapagq.
y"'+4y' +5y=0;k*+4k+5=0; k=-2+1i oldugundan
tonliyin timumi halli y = e**(C; cos fx + C, sin fx) diisturuna
osason tapilir. « = —2, f = 1 oldugundan
Yo = e 2*(C, cos x + C, sin x).
Qeyri-bircins diferensial tonliys uygun xiisusi halli tapaq.
y=Ax*+Bx +C,y' = 2Ax+ B,y" = 2A.y,y’,y"-in
giymatlorini verilmis tonlikdo yerinos yazaqg:
2A + 8Ax + 4B + 5Ax? + 5Bx + 5C = 5x? — 32x + 5;
54Ax% + (84 + 5B)x + (24 + 4B + 5C) = 5x% — 32x + 5.
Qeyri-miioyyon omsallar tisulundan istifado edok:
5A=5 A=1 A=1
8A+ 5B = —-32 :>{ 8+ 5B =-32 :>[B=—8
2A+4B+5C =5 24+4B+5C =5 c=17.
Onda geyri-bircins diferensial tonliys uygun xiisusi hall belo olur:

y=x%—8x+7.
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Verilmis tonliyin imumi halli y = y, + ¥ oldugundan

y =e 2*(Cycosx + C, sinx) + x2 —8x + 7.
Misal Ne3. £% 4 2% 4 25 = 2 — 2 tonliyinin mumi_hllini
tapin.

. azs das . Lo .
Halli. ©vvalca =t ZE + 25 =0 bircins tonliyinin hallini
tapag. Xarakteristik tonliyi tortib edok:

k2 +2k+2=02k=—-1+V1-2=-1+..

Onda s, = e t(C; cost + C, sint). Qeyri-bircins tonliyin
sag torafi {i¢ tortibli polinom oldugu ii¢iin vo 0 adadi Xxarakteristik
tonliyin kokii ilo iist-listo diismadiyi tiglin § xiisusi halli tig tortibli
polinom saklinds axtarilir:

S=At>+Bt?+Ct+D (*)
§-in birinci va ikinci tartib téramalarini tapaq:

§' = 3At? + 2Bt + C; §" = 6At + 2B.
§,5" va §"-in giymatlorini verilmis tonlikds yazaq:
6At + 2B + 6At? + 4Bt + 2C + 2At3 4+ 2Bt* + 2Ct + 2D =
= 2t3 -2,

Boraborliyin t3,t?, t omsallarm vo sabitlori qruplasdirag:
2At3 + (6A + 2B)t? + (6A+ 4B + 2C)t + (2B + 2C + 2D) =

= 2t3 - 2.
Qeyri-miioyyon oamsallar tisulundan istifads edok:
24=2 A=1 A=1
6A+2B=0 _]6+2B=0 ~]B=-3
6A+4B+2C =0 6+4B+2C=0 C=3

2B+ 2C+ 2D = -2 B+C+D=-1 D =-1.
Onda geyri-bircins diferensial tonliys uygun xiisusi hall bels olur:

§=t3-3t2+3t—-1=(t—1)%
Verilmis tonliyin imumi hoalli s = 53 + § oldugundan
s=e t(Cycost+ Cysint) + (t — 1)3.
Misal Ne4. 4y” —y = x3 — 24x tonliyinin {imumi hollini tapin.
Hoalli. ©vvalca bircins diferensial tonliyin hallini tapagq.
4y" — y = 0. Xarakteristik tonliyi tortib edok:

1 1
2— = 2:— = — — = —
4k —-1=0=>k 4=>k1 2,k2 >
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oldugu tigiin (4) diisturuna osason aliriq: y = Cye z + Cez.
Qeyri-bircins tonliyin sag torafi {i¢ tortibli polinom oldugu
ticiin vo 0 ododi xarakteristik tonliyin kokii ilo tist-listo diigmadiyi
ticiin y xiisusi halli {i¢ tortibli polinom soklinds axtarilir:
y=Ax3+Bx?*+Cx+D (*)
y-in birinci va ikinci tortib toromolorini tapag:
y' =3Ax*+2Bx + C; y" = 6Ax + 2B.
y,¥' va y"-in giymatlorini verilmis tonlikdo yazaq:
4(6Ax + 2B) — (Ax3 + Bx?> + Cx + D) = x3 — 24x
Boraboarliyin x3, x2, x omsallarm1 vo sabitlori gruplasdiraq:
—Ax3 — Bx? + (24A — C)x + (8B — D) = x3 — 24x.
Qeyri-miioyyon omsallar tisulundan istifado edok:

-A=1 A=—
B=0 -JB=0
24A—-C =24 C=0
8B—-D=0 D=

Onda qeyri-bircins diferensial tonliys uygun xiisusi hall bels olur:
y = —x3.
Verilmis tonliyin imumi halli y = y, + y oldugundan
y =Cie 2+ Cez — x3,
Misal Ne5. y” — 6y’ + 5y = 8 cosx + 38sin x.
Holli. ©vvalca bircins diferensial tonliyin hallini tapaq.
y" — 6y’ + 5y = 0. Xarakteristik k? — 6k +5 =0 tonliyinin
koklori ky = 5vo k, = 1.
yo = C1e°* + Cre*
Teorem 3-ii totbiq edok. m = 0 von = 1, onda
y = Acosx + Bsinx.
Axirici barabarliyi iki dofo diferensiallayaraq aliriq:
y' = —Asinx + Bcosx, y" = —Acosx — Bsinx.
y,y' va y" —in giymatlorini tonliyin sol torafinds yerino yazaraq
A Vo B amsallarini tapiriq:
—Acosx —Bsinx + 6A4sinx —
—6B cosx + 5Acosx + 5B sinx =8cosx + 38sin x.
Eyni funksiyalardaki omsallar1 barabarlogdirarak aliriq:
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{4A — 6B =28
64 + 4B = 38

A=5B=2

y=5cosx + 2sinx
Onda tonliyin iimumi halli:

y = C;e%* + C,e* + 5cosx + 2sinx.
Misal No6. y” 4+ 4y = 4 cos2x — 12sin 2x tonliyinin {imumi
hallini tapin.
Hoalli. y" + 4y = 0 bircins tonliyinin hallini tapag. Xarakteristik
tonlik:
k?+4=0; ky = 2i,k, = —2i.yy = C; cos 2x + C, sin 2x.y
xiisusi hallini miioyyan etmok ii¢iin teorem 3-don istifado edok.
Tonliyin sag torafindo m = 0; n = 2 vo +2i xarakteristik tonliyin
kokii ilo tist-listo diisiir. Onda
y = x(A cos 2x + B sin 2x).
Bu baraborliyi iki dofs diferensiallayaraq aliriq:
y" = (4A — 4Ax) cos 2x + (—4A — 4Bx) sin 2x.
y va y"-in giymatlorini tonliyin sol torafinds yazaraq aliriq:
4B cos2x — 4Asin2x = 4cos2x — 12sin2x.  Qeyri-miioyyan
omsallar tisulundan istifado edok.
{4B =4 N {B =1

—4A =—-12 A =3
Belaliklo xiisusi hall: ¥ = x(3 cos 2x + sin 2x). Axtarilan imumi
hall bels olar:

y = C; cos 2x + C, sin 2x + x(3 cos 2x + sin 2x).
MisalNe7. y” — 4y’ + 13y = 40 - cos 3x qeyri-bircins tonliyini
hall edin.

Hoalli. Qeyri-bircins tonliyin iimumi halli y = y, + ¥ soklindadir.
Yo bircins tonliyinin hallini tapaqg. y" — 4y’ + 13y = 0 bircins
tonliyinin xarakteristik tonliyi bels olur:

k2 —4k+13=0=k, =2 +3i; k, = 2 — 3i.
Onda

yo = e** - (C; - cos 3x + C, - sin 3x).

a=0,8 =3; a+ Bi = 3i xarakteristik tonliyin kokii ilo iist-iisto
diismiir. Onda xiisusi halli bels sokilds axtaririq:
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y = Acos3x + Bsin3x.y' va y"-in giymatlorini tapag.
y' = —3Asin3x + 3B cos 3x; ¥" = —9A cos 3x — 9B sin 3x.
y,y' va y"-in gitmatlorini verilmis tonlikds yazaraq aliriq:
—9A cos3x — 9B sin3x — 4(—3Asin3x + 3B cos 3x) +
+13(A cos3x + B sin3x) = 40 cos 3x;

Vo ya

(—9A — 12B + 13A4) cos 3x +

+(—9B + 124 + 13B) sin 3x = 40 cos 3x

Buradan aliriq:

{4A—IZB=40:>{A=1

12A+4B =0 B =-3
Ona gora do y = cos 3x — 3 sin 3x. Vo nohayat,
y = e?* - (C; - cos 3x + C, - sin 3x) + cos 3x — 3 sin 3x,
verilmis tonliyin iimumi hallidir.
MisalNe8.  y” — 7y’ + 10y = 4e3* tonliyinin {imumi hollini
tapin.
Halli. y" — 7y’ + 10y = 0 tonliyini holl edok. Xarakteristik tonlik
belo olur:k? — 7k + 10 = 0, k; = 2vo k, = 5.
Bircins tonliyin halli belo olur:
Vo = Cre** + Cye5*
Tonliyin sag torafindo istlii funksiya var, m = 3 vo xarakteristik
tonliyin heg¢ bir kokii ilo ist-listo diismiir. Onda y xiisusi hallini
y = Ae3* soklindo axtaririq. Diferensiallayaraq aliriq:
y' = 34e3*, 5" = 94e3*

y.¥',y"-in giymotlorini verilmis tonlikds yerins qoyaraq aliriq:
9Ae3* — 21A4e3* + 104e3* = 4e3%;—2A =4,; A = -2
Hogigoton do, y = —2e3% vo y = C;e%* + C,e>* — 2e3* - veril-
mis tonliyin tmumi hoallidir.
Misal Ne9. y” — 2y’ + y = 8e” tonliyinin timumi hallini tapin.
Halli.y" — 2y’ + y = 0 bircins tonliyinin timumi hallini tapag.
Xarakteristik tonlik belo olur:

k? —2k+1=0; ky =k, =1. y, = Cie* + Cyxe*.
Tonliyin sag torofindoki ifadodo m = 1 vo xarakteristik tonliyin
hor iki kokii ilo iist-iisto diisiir. Onda ¥ = Ax2e* olur. Axirinct
barabarliyi iki dofo diferensiallayaraq aliriq:
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y' = (2Ax + Ax?)e*; " = (4Ax + Ax? + 2A)e*.
y.¥',y"-in qiymotlorini verilmis tonlikds yerinos yazaq:

(4Ax + Ax? + 24)e* — 2(2Ax + Ax?)e* + Ax%e* = 8e*.
Sadolosdirarak va eyni fuksiyalardaki amsallar1 borabarlasdirarok
aliriq: A = 4. 0Onda y = 4x2e*. Umumi hall belo olur:

y = e*(C; + Cpx + 4x2).
Misal Nel0. y” —y' — 6y = (2x — 1)e3* sabit omsalli xotti
geyri-bircins tonliyinin @imumi hallini tapin.
Holli.y" —y' —6y=0; k2 —k—6=0; k; = —2; k, = 3.
Bircins diferensial tonliyin timumi halli bels olur:
Yo (x) = Cie™?* + C,e3*.
Xatti geyri-bircins diferensial tonliyin xiisusi hallini
y(x) = x(Ax + B)e3* = (Ax? + Bx) - e3* soklindo axtarag.
y'(x) = (24x + B)e3* + (Ax? + Bx) - 3e3~.

y"(x) = 24e3* + (2Ax + B) - 3e3* + (2Ax + B) - 3e3* +
+(Ax? + Bx) - 9e3*.
Verilmis tonliys y(x),y’'(x), ¥"(x) -in giymatlorini yazaragq vo
e3* # 0 vuruguna ixtisar edorok aliriq:

2A—6-(2Ax + B) + 9(4x* + Bx) — (2Ax + B) —

—3(Ax? + Bx) — 6(Ax? + Bx) = 2x — 1.
Sadoslosdirdikdon sonra aliriq: 10Ax + 24 + 5B = 2x — 1.
Qeyri-miioyyan omsallar iisulundan istifado edorok A vo B -ni
tapaq:
1
{ 10A=2 4=z
24458=~-1 ") _ 7
- 257

Belloliklo sabit amsalli geyri-bircins tonliyin timumi halli belo
olur:

1 7
y(x) = yo(x) + ¥(x) = Cie™2* + C,e3* + <§x2 —%x> - e3%,

Misal Ne 11. y” — 3y’ + 2y = 3e2* + 2x2 tonliyini hall edin.
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Hoalli. Bu misalin hallinds teorem 5-don istifado edacayik.
Verilmis tonliyin sag torofi iki funksiyanin comindon ibaratdir:
fi(x) = 3e?* vo f,(x) = 2x2%. Ovvalca
y" — 3y’ + 2y = 0 bircins tonliyini holl edok. k? —3k+2 =0
xarakteristik tonliyinin koklori:k; = 2,k, = 1.
yo = C1e%* + Cye*. Indi

y" =3y’ + 2y = 3e%* (*)
tonliyinin xiisusi hallinin tapagq. Teorem 2-yo gbéro m = 2 ododi
xarakteristik tonliyin koklorindan biri ilo iist-iisto diisdiiytindon
y1 = Axe?*. Bu boraborliyi iki dofo diferensiallayaraq y; vo y; -i
tapiriq: y; = Ae?* + 2Axe?*;

Vi = 24e** +24e* + 4Axe? = 4Ae?* + 4Axe®”
Y5, ¥4, yi -in giymatlorini (x) tonliyinin sol torafina qoyaraq &)
e?*-g ixtisar edarak aliriq: A = 3. Onda y; = 3xe?* () tonliyinin
xiisusi hollidir. indi
y" =3y’ + 2y = 2x? (*%)
tonliyinin xiisusi hollini tapaq. Teorem 1-o osason 0 odaodi
xarakteristik tonliyin kokii ilo tist-iisto diismodiyindan
y, = Ax + Bx + C. Bu boraborliyi iki dofo diferensiallayaraq
alinq: y5 = 2Ax + B;yy = 2A.75,y5, vy -in giymoatlorini  (*)
tonliyina qoyag.
2A — 3(24x + B) + 2(Ax? + Bx + C) = 2x°.
24 — 6Ax — 3B + 2Ax? + 2Bx + 2C = 2x?
24x% + (—6A + 2B)x + (2A — 3B + 2C) = 2x2.
Qeyri-miiayyon omsallar tisulundan istifado edok:
2A=2 A=1 A=1
—-6A+2B=0 = —3A+B=0 =13 B=3
2A—-3B+2C =0 2A—-3B+2C =0 C = 3,5
Onda (*+) tonliyinin xiisusi halli bels olur: y; = x? + 3x + 3,5.
Teorem 5-o asason veilmis tonliyin imumi halli:
y = Ce?* + Ce* + 3xe?* + x% + 3x + 3,5.
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§15. Yiiksak tartibli sabit amsall xatti
bircins diferensial tanliklor
Ixtiyari tortibli sabit omsalli xatti bircins diferensial tonliklor
ikitortibli tonliklora analoji olaraq hall edilir.
Tutaq ki, asagidaki tonliyin timumi hallini tapmaq tolob
olunur:

YW + 0y 4 py D+t Py +pey =0 (1)
burada p,, p,, ..., pn- Sabit oadadlordir. (1) tonliyi n tortibli sabit
omsalli  xotti bircins diferensial tonlik adlanir. (1) tonliyini hall
etmok ti¢iin onun xarakteristik tonliyini tortib edok:

K™+ p k™ + pk™ 2 + -+ p_k + pp, = 0(2)
Ogor (2) xarakteristik tonliyinin biitiin koklari hoqigi vo
miixtalifdirss,onda (1) tonliyinin imumi hoalli asagidak: diisturdan
tapilir:
Ypire. = C1e¥1% + Cre’2* + C3e*s% + -
ot Cp_jefm-0% 4 C ekn¥ (3)
burada k4, k,, k5 ..., k,, (2) tonliyinin kokloridir.
Ogor (2) xarakteristik tonliyinin koklori igorisinde qosma
kompleks koklor varsa, onda (3) tonliyindoki iki haddin ovozino
e®(C; cos Bx + C, sin Bx) (4)
ifadosi yazilir.
Misal Nel. y" — 2y" — 3y’ = 0 tonliyini hall edin.
Holli. Xarakteristik tonliyi tortib edok:
K3 —2k2—3k=0=k(k? —2k—3)=0;k; =0; ky = —1; k3 = 3
oldugundan diferensial tonliyin imumi halli bels olur:
y=C, + Cre™ + Cze3*
Misal Ne 2. y" — 4y" 4+ 4y’ = 0 tonliyini holl edin.
Hoalli. Xarakteristik tonliyi tortib edok:
k3 —4k?+ 4k =0 > k(k? — 4k +4) = 0;
ki=k,=2; k3 =0.
Hoqiqi koklorin igarisinds borabar koklor: ky = k, = 2 oldugu
tictin imumi hall bels olar:
y = Ce?* + C,xe?* + C.
Misal Ne 3. y" + 4y" + 13y’ = 0 tonliyini hall edin.
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Holli. Xarakteristik tonliyi tortib edok:
k3 + 4k? + 13k = 0 = k(k? + 4k + 13) = 0;
ki, = —2%3i; ks =0.
Xarakteristik tonliyin qosma kompleks koklari oldugu tigiin (3)
diisturunda ilk iki hoddi (4) ifadasi ilo avoz edirik:
y = e~?*(Cy cos 3x + C, sin 3x) + Cs.
Misal Ne 4. y" — 8y = 0 tonliyini hall edin.
Hoalli. Xarakteristik tonliyi tortib edok va koklarini tapaqg:
k3—8=0= (k—2)(k®> +2k+4) =0;k; =2; k3 = —1 £ V3i.
Xarakteristik tonliyin qosma kompleks koklori oldugundan,
timumi hall bels olur:
y = Cre% + e7*(C, cos V3x + C3sinV3x).
MisalNe5. vV + 18y” + 81y’ = 0 tonliyinin {imumi hallini tapm.
Holli. Xarakteristik tonliyi tortib edok: k% + 18k3 + 81k = 0.
Borabarliyin sol torafini vuruglarina ayiraq va koklarini tapag:
k(k* +18k?+81) = 0 = k(k? +9)? = 0.
Tonliyin koklori agagidakilardir:
ki =0,ky3 =23i,ky5 = £3i
belo ki, xayali koklar iki dofo tokrarlandigindan timumi hall belo
olur:

y = C; + (C; + C5x) cos 3x + (C4 + Cs5x) sin 3x.
MisalNe 6. y — 16y = 0 tonliyinin {imumi hollini tapin.
Holli. Xarakteristik tonliyi tortib edok:
k*—16 = 0 = (k% — 4)(k% + 4) = 0;
ky=—-2k, =2k +4=0; k34 = 12i
Onda verilmis tonliyin timumi hoalli bels olar:
y = Cie”?* 4+ C,e?* + C5 cos 2x + C, sin 2x.
Misal Ne7. y” +3ay” + 3a%y’ + a3y = 0 tonliyinin i{imumi
hallini tapin.
Holli. Xarakteristik tonliyi tortib edok:
k3 +3ak?+3a’k+a®=0=>(k+a) =0k, =k, =k; = —a.
Xarakteristik tonliyin koklori ti¢ dofo tokrarlandigindan verilmis
tonliyin imumi halli bels olar:
y = Cie™ % + Coxe™ % + C3x%e ™%,
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§16. Sabit amsalh xatti diferensial tanliklar sistemi.

Bir tortibli sabit omsalli iki Xotti diferensial tonliklor sistemina
baxag:

(1)
Z_y = axx + by + @, (t)

burada t -arqument; @, (t) vo @, (t) -verilmis funksiyalar; x(t),
y(t) isa (1) sistemini 6doyan axtarilan funksiyalardir.
(1) sistemi sabit omsalli iki tortibli bir xotti diferensial tonliys
gatirila bilor.
Sistemin birinci tonliyinin hor iki torofini t arqumentino goérs
diferensiallayaqg.

d
{d_x = a;x + b1y + ¢4(t)

d?
dtf =a; =+ b2+ 9i(1) 2

Alinmis tonlikds E-m sistemin ikinci tonliyinin sag torafi ilo ovoz
edok. Naticads aliriq:

L% = 0 2t bylagx + boy + ;O] + 950 (3)

(1) sisteminin birinci toanliyindoan y-i tapaq:

y= bil[% —4x - <P1(t)] 4)
(3) tonliyinda y-i (4) —ilin sag torofi ilo ovoz etsok, sabit omsalli iki
tortibli xatti diferensial tsnlik ahrlq

dt2+p—+qx—f(t) ()
burada p v q -sabit adoddir.
(5)-i hall edorak x = x(t, Cy, C,) imumi hallini, sonra isa (4)-dan
y = y(t, Cy, C,) timumi hallini aliriq.

Misal Nol. Tanliklar sistemini hall edin:

dx _ 8x + 3y + 5¢&t
dt_ X y e
dy— 18x + 7y + 12ét
dt_ X y e

x(0) = 0,y(0) = —3 sortlorini 6doyan hallini tapmali.
Holli. Birinci tonliyin hor iki torofini t doyisonino nazoran
diferensiallayaqg.
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dx_ _gdx g4y oot
ddtz_ 8-+3_—5e @)
Almmus tonlikda d—Jt/-ni sistemin ikinci tanliyi ilo avoz edok:
dzx— 8dx+3( 18x + 7y + 12e7t) — 5ét
ez T dt xTry ¢ ¢
Vo ya
L — 8% _54x + 21y + 31¢¢ (b)
U A
Sistemin birinci tanliyindan y-i tapagq:
1 (dx —
y=§(z+8x—5et) (©)
(b) —ya y-in avazina (c¢)-nin sag tarafini qoyaq:
d?x  dx . —t
F-FE—ZX——‘L@ (d)
d?x  dx . ...
avvalca =t 2x = 0 bircins tonliyini hall edok.

k? + k — 2 = 0 xarakteristik tonliyinin koklori k; = —2 vo k, =
1 oldugundan x;,.. = C,€2" + Cyet.
Tutaq ki, ¥ = Ae’; onda x' = —Aet vox” = Aet
Bu giymatlori (d)-ys goyarag A = 2 aliriq.
Demoali, x = 2¢é*

Onda x = xpjc + X = C, 8% + Cyet + 2¢¢ (e)
y-i (C)-don tapmagq tigiin %—ni avvalca (e) —dan tapag.
&= 20,87 + Cyet — 26 (f)
(e) va f-i (C)-nin sag torafino qoyaraq aliriq:
y = 2C;e% + 3C,et + 3ét (9)

Baslangic sortlordon istifade edorok C; vo C, sabitlorinin
giymatlorini miioyyon edok.
x(0) = 0 oldugundan (e) —don aliriq: 0 = C; + C, + 2.
y(0) = —3 oldugundan (g)-don aliriq:
—3=2C,+3C, +3

Alinmis sistemdon
C; = 0va C, = —2 alinir.
Haqigoaton do

x = —2et +2et voy = —6et + 3ét
halli sistemin baslangic sortini ddayan hallidir.
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Misal Ne2. Sistemin timumi hallini tapin:

(dx_
dt——x+y+z
d
d—}tlzx—y+z
dz P
dt_x y+z

Halli. Verilmis sistemin hollini tg¢ tortibli bir xotti diferensial ton-
liyin halli saklina salmag olar.
Sistemin birinci tonliyinin har iki torafin t arqumentino goro di-
ferensiallayaq:

d?x dx dy dz

—_— =4 —

4 fzitz . dt dt dt

Almmis tanlikdo d—f,d—f Vo d—i-ni verilmis sistemin uygun sag

toroflori ilo avaz edak.

d?x
Wz—(—x+y+z)+(x—y+z)+(x+y+z)
Vo ya
d?x _ "
Zo3X—y+tz *

Alimus tonliyi yens t arqumentino goro diferensiallayaq:
d3x dx dy dz

a3~ Cdt  dt @ dt

dx dy dz . . .. ..
d—’:, d—jt/, d—i toromolorini verilmis sistemin ifadalori ilo ovoz edoak.
d3x
W=3(—x+y+z)—(x—y+z)+(x+y+z)
Vo ya
4X _ _3x+5y+3z (%)
dt3 Y

(*) vo (**) tonliklor sistemini birgo hall edorok y vo z-i x
funksiyasi ilo ifads edok.
(*) -dan alinq:
d?x
y—z=3x— ol

(**) - dan alirq:
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d3x
S5y+3z= Prsl + 3x
Bu iki tonliyi birgs hall edorak aliriq:

y:l(%_3dt2+12 )

d3
2= (55+ 55 —12x) B
y Vo z liglin alinmig qiymatlori verilmis sistemin birinci tanliyina

qoyaq:
dx 1/d3x _d*x 1/d3x _d*x
E:—X+8<F—3F+12x> 8(dt3 SF—12x>
Oxsar hadlari islah etdikdon sonra x(t) funksiyasina nazaron ii¢
tortibli diferensial tonlik aliriq.

d3x d?x  dx

;iE§'+'EZEE'—‘4:iE'— 4x =
k3 + k? — 4k — 4 = 0 xarakteristik tonliyinin koklori:
k,=-1,k, =—-2,k; =2o0lur.
Hagigoton do, x = C; &% + C,&2% + Cze?t

(#%x)

. e d%x d3x .
y Vo z-1 tapmaqdug:un FIPTEL dt3-u tapaq.
X
E = _Cle_t - 2C2€_2t + 26‘3921L
dZ
¥l = Ce”t +4C,e7? + 4(C5e?
d3
ﬁ = _Cle_t - 8C26_2t + 8C3€2t
dx d?x d3x . . lorini - 1d15
vty -nin  giymatlorini y vo z fig¢ilin aldigimiz (%)

tonliyindos yerina qoyaraq aliriq:
y =Cet —Ce % + Ce?t
z=—Ce t +2Cze?.
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FOSIL I
SIRALAR
§1. Siralar. 9sas anlayislar. Siralarin yigilma alamatlori
Ogar uq, Uy, Us, .., Uy, ... ddadlori sonsuz odadi ardicillig
amoaloa gatirirsa onda toplananlarin sonsuz sayda cominin simvolu ,
yani
Uy + Uy + g+ Uy Upgg o

>, w

n=1
odadi sira adlanir. uq, u,, s, ..., Uy, ... 9dadlori siranin hadlori, u,
iso imumi hoddi adlanir. Siranin u, imumi haddi n-don asili
funksiyadir. O9gor bu funksiyanin analitik ifadosi verilmisdirso,
onda n-o 1,2,3,... giymatlorini vermoklo siranin ixtiyari sayda
hoddini almaq olar. (1) sirasiin ilk n haddinin comins siranin

xiisusi comi deyilir va S,, ila igaro olunur:
Sp=u +u, +u;+--+u, (2)
S, xisusi comi doyison kamiyyatdir vo 0, n natural adadindon

asili funksiyadir. Xiisusi comin torifindon aliriq:
S1=1U
Sy =u; tu,
S3=u; +u; +us

voya

Sp=us tu; tuz+ - +uy,
Ogor (1) sirasmin sonsuz sayda xiisusi coamlarinin

ardicilligimin:

S1 52,583,380, Sny1, --ardicilligimin sonlu limiti varsa , yani
limS, =S (3)
n—-oo

olarsa, bu sira yigilir. Bu halda S adadi (1) yigilan sirasinin comi
adlanir. ©gar S, xlisusi cominin n = o -da sonlu limiti yoxdursa,
onda (1) sirast dagilan adlanir. Bu halda onun comi haqqinda
danigmagin monasi yoxdur. Ogar (1) sirast yigilirsa vo onun comi
S -0 borabordirss, onda S — S, forqi siranin n -ci qaliq hoddi
adlanir vo R,, ilo isara olunur:
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Ry = Upyq + Upyz + Upgz + 0
Miisbat hadli siralarin yigilma slamatlari

Siranin y1gilmasi ti¢iin zaruri sort.
Teorem. ©gor
U+ Uy +ug+-+Hu, Uy o @
siras1 yigilirsa, onda n — oo onun iimumi haddi u,, sifra yaxinlasir,
yani:
limu, =0 (2)

n-—-oo

Isbati .u, imumi haddini iki xiisusi comin forgi soklinda gostara
bilorik:
U, =S, — Sp_1- Sarto goro (1) sirast yigildigindan

lim S, =S,

n—-oo

S siranin comidir. Digor torofdon n — o -da S,,_; -in comi S-2
barabardir. Hogigatan,
limu, = lim(S, —S,_y) = lim S, — limS,_, =S—-S=0.
n—-oo n—-oo n—-oo n—-oo
Isbat olunan teoremdon cixir ki, n = oo -da u,, - 0 demoli, sira
yigilir.
Siralarin yigilmasi iigiin kafi sartlor.
I miigayisa alamati. Ogor
U+ uy +ug+ Uy U+ (A)
sirasinin hor hansi1 haddon baslayaraq har bir haddi basqa yigilan
stranin uygun hoddini ke¢gmirsa
Vi +v, g+t v, U+ (B)
onda verilmis (A) sirasi da yigilir. ©gar (A) sirasinin har bir haddi
hor hansi hoddon baslayaraq dagilan (B) sirasinin uygun
haddindoan kigik deyilsa, onda verilmis (A) sirast da dagilir.
II _miigayiso alamati. ©gor n = « (A) vo (B) siralarmin imumi
hadlarinin nisbatinin limiti sifirdan farglidirss, yani
. un
lim—=k+#0

n—oo vn
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onda baxilan siralarin har ikisi ya y1gilir, ya da dagilir.

§2. Siralarin yi@ilmasi iigiin Dalamber slamati

Teorem. ©gor miisbot hodli

U +uy +ug+ o tu, Fupq +o00(1)
sirasinda (n + 1) -ci haddin n —ci hadds nisbatininn — oo -da
sonlu [ limiti varsa, yani

lim =L — | )

n—oo un
Onda [ <1 oldugda (1) sirast yigilir; [ > 1 oldugda (1) sirast
dagilir;l = 1 olduqda sual holl olunmaz qalir: sira yigila da biler,
dagila da bilor.
Isbati. Tutaq ki, miisbat hodli

Uy + Uy FUg + o Uy F Uy oo

siras1 verilmisdir vo

. Un+1
lim = [.

n—-oo un
Ondan = N tgiin ¢ kifayat qodor kigik adad oldugda
Un+1 l|
-l <e
un
buradan
u
—e< < 4e
u?’l
Vo ya
1—e<%<z+e,nzzv (3)
Ayriligda ti¢ hala baxaq.

1°. Tutaq Ki, I < 1. Biz & ododini elo kigik gétiiro bilorik ki, I + ¢
1-don kigik olar; onda [ + € = q qobul edorak aliriq:

0<g<1 3)
borabarsizliyine asasan aliriq:

% < g vaya Upyq < Upq

belo ki, bu axirinct borabarsizlik n = N,N + 1, N + 2 ...olduqda
odoanilacokdir. n-o bu giymatlari verarak aliriq:

64



Upy1 < Unq
Un+2 < Un+19 < unqz
Un+3 < Un+294 < unq3

Beloliklo
Uptg t Upyp T Upyz + 0 4)

sirasinin hadlori asagidaki hondesi silsilonin uygun hadlorindon
kicikdir:

Unq + unq2 + unq3 + - ®)
(5) hondosi silsilosinin vurugu 1-don kigik oldugundan (4) sirasi
y1gilir. Onda miigayiso slamotino osason (1) sirast da yigilir.
2°. Indi tutaq ki, [ > 1. Biz &-nu elo kigik gdtiira bilorik ki,

%> 1 voyan=N,N+1,N+2,..

oldugda u,,.; > u,,. Buradan aliriq:

Uy <Uyyp < Uy <
Belaliklo (1) sirasinin hadlori har hansi N sayindan baslayaraq
onlarin say1 artdiqca artir. Haqigaton do n — oo; u,, sifra yaxin-
lasmir. Ona goro do siralarin yigilmasi ii¢iin kafi sorto asason
alinq ki, (1) siras1 dagilir.
3°.1 =1 olduqda smralarin yigilmas1 iigiin basqa olamotlordon

istifads olunur.
. 0 5" <
Misal Ne 1.} (nir) Srasmin yigilmasini aragdirin.
. n 5n+1
Holli. u, = nn+1)’ Un+1 = (n+1)(n+2)
Dalamber alamatini totbiq edirik:

e SMnd D) Sn
~ e Uy, _nglc}o(n+1)(n+2)5”_nl—r>rolon+2_

[ =5 > 1 oldugundan Dalamber slamatino gora sira dagilir.

5.

2 3
MisalNe2. 1 + —= + —— + —— + --- sirasinin y1gilmasini aragdirin.
2:3 225 237
31’1—1 31’1 371
2n-1(2n-1)’ Un+1 = 2n(2(n+1)-1)  2"(2n+1)’
Dalamber olamatini totbiq edirik:

Holli. u,, =
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Upss 3n 2" 1(2n—1)

[ =i = 1 :
o w, s 2n(Zn+1) 31
32n—1) 3

=lm—/7——"=<=-=15>1.
now2(2n+ 1) 2

[ = 1,5 > 1 oldugundan Dalamber olamatino goro sira dagilir.

Misal Ne 3. Z,"{;l% stirasinin yigilmasini aragdirin.

. 1 1
Holli. u,, = —5 Unyr =

(n+1)!
Dalamber olamatini totbiq edirik:
. Ungr 1 1.1
[=lm——=lim————:— = lim =0.
n-w Uy m+D!' n! noen+1
n—->oo

[ = 0 < 1 oldugundan Dalamber slamatino gora sira yigilir.
Misal Ne 4. % + g + % + 8% + --- strasinin yi1gilmasini aragdirin.
2n __ 2(n+1)

Holli. U, = 3_11; n+1 — W
C Upat o 2n+1) 3 2. n+1 2
[ = lim = lim ———== =-.
now U, n-oo 31 2n 3now n 3

l= % < 1 oldugundan Dalamber slamatino gora sira yigilir.

§3. Siralarin yigilmasi ii¢iin Kosinin radikal alamati

Miisbot isarali siralarin yigilmasini todqiq edarkon Kosinin
radikal olamatindon istifado etmok sorfoli olur. Bu olamot
Dalamber slamatina banzayir.

Tutaq ki,

Zun=u1+u2 +uz + o+ Uy F Upgq + - (1)
1

siras1 verilmigdir vo lim /u,, = [ sonlu limiti mévcuddur. Onda
n—-oo

[ < 1 olduqdasira y1gilir, [ > 1 olduqda sira dagilir.
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Isbati. 1) Tutaq ki, [ < 1; onda I < g < 1 borabarsizliyini
odayoan bir g oadadi gotiirak.
Miioyyan n = N nomrasindon baslayaraq
[V =1 <q—1

barabarsizliyi dogru olacaqdir, buradan ¢ixir ki, biitiin n > N {iglin

Vun < q

Up < q"
Indi iso asagidaki iki siran1 tutusduraq:

yaxud

U+ Uy +us+ o Fuy Uy Uy o 1)
qN +qN+1 +qN+2 + .- (1')

(1) sirasinin hodlori azalan handasi silsilo toskil etdiyindon
bu sira yigilir. uy haddindan baslayaraq (1) sirasinm hadlori (1)
sirasinin hadlorindon kigikdir. Demali, (1) sirast yigilir.

Tutaqg ki, L > 1. Onda miioyyan n = N nomrasindan
baglayaraq

YMu, >1
yaxud
u, >1
aliriq. Baxilan siranin biitiin hadlori (u, haddindon baslayaraq)
1-don boyiik oldugundan, sira dagilir, ¢iinki onun iimumi hoddi
sifra yaxinlagmur.
Misal Nel. Kosinin radikal alamotindon istifado edarok

asagidaki siranin yigilmasini arasdirin.
2 3 n

1+(2) +(3) tot () +
3 5 7 2n+1
Holli. Kosi alamatini tatbiq edok:
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n ] n _1
rllli?o‘/—_:l@li?o ( +1) =lm 1721

sira y1gilir.
Misal Ne2. Kosinin radikal olamotindon istifado edorok

2n
3n?- .
Yin= 1( Z+7n ) sirasinin yigilmasini aragdirin.

3n2-1 )Zn

ca-) - lim%/u,-i tapag. Bu limitin hesablan-

n—-oo

HQ—”i-un=(

b
masinda VaP? = an diisturundan istifado edacayik.

2n
3nz -1 _ 3n2—-1\n
rlll_r){)lo von 1111—13; \/( n? + 7n> N rlll—rBo (5712 + 7n> B

2 3n2 1)\ 2 1\?
3n? -1 Pl 3-2
= lim| — =1 n n = li n =
nos <5n2 + 7n> now \ 512 7n Ros 547
n2 n2 n
B (3 — 0>2 9
~\5+0/ 25
. 9 3n2-1\2"
lim Y/u, = 7 < 1 oldugundan );_, (m) strast y1gilir.
n—-oo
Misal Ne3. Kosinin radikal olamatindon istifado edorok
n(3n+4)
»e antl strasinin yi1gilmasini arasdirin.
n=1 yig S
n(3n+4)
Holli.u, = (;Z:) , U, = 0, onda bu sira miisbat isaralidir.

C. n b .
Bu limitin hesablanmasinda VaP = an diisturundan va ikinci
mMoashur limitdon istifads edirik.

n(3n+4)

2n4+ 1\"CMD op 1\
lim _71330\/<2n—1) _rll‘l?o<2n—1) -
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3n+4

C2n4 1\ _ 2n+1
=1m( ) =[1°°]=11m<1+2 —1) =

n-wo \2n — 1 n-w n—1
3n+4
= l1im + = Iim + =
n—-o Zn - 1 n—oo 2n—-1
2
2n-1
—7;—2n 1(3n+4)
1 im 878 6 3
=lim|1+ =en->x2n-1 = g2 = >,
Nn—oow 2n—-1

on+1\N(Bn+4) .
) sirast dagilir.

lim Y/u, = e3 > 1 oldugundan }_, (2n—1

n-—-oo

MisalNe4. Kosinin radikal slamotindan istifads edorok Y5 _; _(1ntz)n

sirasinin yigilmasini aragdirin.

Holli.
1 1
U, = n )n,l—llm,/un—rlll_r)go(lnn)n=;=0<1.

n—-oo
[ < 1 oldugundan verilmis sira y1gilir.
Misal Ne 5. Kosinin radikal alamatindon istifado edorok

n
n -
Y= 13 ( +1) sirasinin yigilmasini aragdirin.
n

H9|||.

n2

1
l_llli?o\/u—n_rlllﬁw _(n:l-l) =§rlzl—r>?o(n:l-1) -

1 1 1

el -3y
S\ () "I (e () 3

[ < 1 oldugundan verilmis sira y1gilir.
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Misal Ne 6.
s n—1 n(n-1)
Z (n + 1)
n=1
sirasinin yigilmasini aragdirin.

Halli.
. N . n — 1 n—1
L= Vu”_rlg?o(n+1) B
2 n-—1
=lim(1— ) =e?2 < 1.
n-w n+1

[ < 1 oldugundan verilmis sira y18ilir.

§4. Siralarin yigilmasi ticiin Kosinin inteqral slamati

Teorem. Ogor f(x) funksiyasi [1, +o) araliginda kosilmozdirsa,
onda
U tu, +ug+ ot u, Fug o 1)

U, = f(n) sirasi [ 1°O f(x)dx gey-
ri-moxsusi inteqrali yigilirsa, y1-
gilir; bu geyri-moxsusi inteqral
dagilirsa, dagilir.
Ishati. Asagidaki ayrixatli trape-
siyaya baxaq: oturacagi Ox oxu
tizorinde x = 1,x =n ; Yyuxa-
ridan iso y = f(x) funksiyasi
ilo mohdudlanmis oyrixatli trapesiyaya baxaq (sokil).

Oturacagqlar [1; 2], [2; 3], .. olan daxili vo xarici diizbucaqli-
lar quraq. Miioyyan inteqralin hondasi monasina osason aliriq:

v

y=flz)

a

f(2)-1+f(3)-1+---+f(n)-1<ff(x)dx<f(1)-1+
1
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+f2)-1+-+f(n—-1)-1
voya

u2+u3+---+un<Jf(x)dx <uytux;tusgtoctu,g
voya
n
Sn—u1<ff(x)dx<5n—un (2)

1
I hal | 1+°o f(x)dx qeyri-moxsusi inteqrali yigilir; yoni
[ f)dx = A. Belo ki,

n

ff(x)dx < jwf(x)dx =A

Onda (2) borabarsizliyine asason aliriq:

Sp—uy < A4, yoni S, <uy + A. Xiisusi comlor ardicilligr artdi-
gindan vo yuxaridan (u; +A) adadi ilo mohdud oldugundan
limitin m&vcudlugu slamatino asason limiti var. Demali (1) sirasi

yigilir.
Il hal [ 1+o° f(x)dx qgeyri-moxsusi inteqrali dagilir. Onda
f(x)dx =+ vo | 1n f(x)dx inteqrali n —» o -da qeyri-mohdud
artir. S, > | 100 f(x)dx + u, oldugundan aliriq ki, n - co-da S, —
0. Hoqigoton do (1) sirast dagilir.

Misal Nel.

ya dagilan oldugunu arasdirin.
Holli. Siralarin yigilmasi tigiin Kosi slamatini totbiq edak.

-+ strasiin yigilan vo

1
FO) =
© b
f1+x2 b—mf ,l,l_r,Elo[arCtgxh =517 1
1 1

Verilmis geyri- maxsusi inteqral yigildigindan sira y1gilir.
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Misal Ne2. Zﬁ:oﬁ sirasinin yigilan vo ya dagilan oldugunu

aragdirin.
Holli.
F) = ———
x) = ;
vb5x+2
fldlfldlb,/(SZ)"ld
——dx = lim | ———=dx = lim x + 2dx =
J V5x + 2 b—>°°1 V5x + 2 b Jy
b
1
1 5x +2)2 2
= - lim — —(—1)2 =—limV5x +2|§ =
5b—>oo = 5b—>oo

0
2
=§gir§o(\/5b+2—\/§)=oo

Verilmis geyri- maxsusi inteqral dagildigindan sira dagilir.
Misal N03 Kosinin inteqral olamotindon istifado edorok

an

sirasinin yigilmasini aragdirin.

nmn +3)
- 1
Holli. Verilmis sira tigiin f(x) = e
j“” dx _ fb dx _ 1[”(1 1>d—
1 x(x+3)_bl—r>rolo 1 x(x+3)_bl—r>{>103 ; \x x+3 x=

1 1 ad
_ L _ b _ n —
=3) lim [Inx —In(x + 3)]|7 = 3 lim [lnx T 3” -

3b
=§gl_r)1c}o[lnb 3 1n4] —ln4—ln\/_

Verilmis geyri- moxsusi 1nteqral yigildigindan Kosinin inteqral
olamoting gors sira yigilir.

Misal Ne 4. 2% tat 43—3 + -+ strasiin yi1gilmasini aragdirin.
Holli. Verilmis sira ii¢lin

f(x)=m;
°°(x+1—1)dx_ _
jl (x +1)3 ‘fl (x+1)2_f1 (x+1)3
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= lim

b—oo

J‘b dx J‘b dx — 1 [ 1 4 1 ]b_
, x+1D2 ) (x+1)3 Toel x4 1 2(x + 1) L
_ [ 1 N 1 +1 1]_1 1 4-1 3
“oel b+1 20+1)2 72 2-4172787 8 " §
Verilmis geyri- moxsusi inteqral yigildigindan Kosinin inteqral
olamatine gora sira y18ilir.

§5. Isarasini doyison siralar. isarasini novba ila
dayison siralar iiciin Leybnis slamati

1. Isarosini ndvbe ilo doyisen siralar iigiin Leybnis olamati.

2. Miitloq va sorti y1gilan siralar.

Ogor verilmls siranin hadlori arasinda hom miisbat, hom do
monfi hadd varsa belo siralara isarosini doyison siralar deyilir.
Ogor isarosini doyison siranin ixtiyari iki hoddi oks isarolidlrse
belo siralar isarosini novba ilo doyison siralar adlanir. Isaresini
doayisan siralar1 belo yazmagq olar:

Uy — Uy Uz — Uy + -+ (D) Ty, +--- (1)
Isarosini ndvbo ilo doyisen siralar iigiin asagidaki Leybnis olamati
Odonilir.
Leybnis slamati

Ogor (1) swrasinin hodlori miitlog giymotco monoton
artandirsa von — «, u, — 0 onda (1) siras1 yigilir vo onun comi
miitlog giymotco birinci haddin miitlog giymatindon boyiik
deyildir. Leybnis olamatini 6dayon isarasini novba ilo doyison
siralarin asagidaki xassasi var. ©gar onun n-ci xiisusi comini

Sp=U; —Up + Uz — Uy + -+ (1) Tu,

isara etsok, yoni R, =S — S, qaligin1 atsaq, bu halda miitloq
qiymeti birinci atilan u, .4 -in miitloq qiymsotindon olan sshv
buraxilacaqdir.

Miitlaq va sarti yigilan siralar
Tutaq ki,
Uy tuy; +ug+ Uy +upyq o (1)
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sirast verilmigdir.(1) sirasinin  hadlorinin miitloq qiymatindon
diizoldilmis

lug| + [uz| + lug| + - + |up | + - 2
sirasint tortib edok. ©gor (2) sirast yigilirsa (1) sirast miitloq
yigilan sira adlanir. (1) sirast yigilirsa vo (2) sirasi dagilirsa, onda
o sorti y1gilan sira adlanir. Tutaq ki, (1) sirast miitleq y1gilir. Oger
bu sirada yalniz miisbot vo yalniz monfi hodlordon ibarot sira
tortib etsok, onda alinan siralar da yigilar. Ogor (1) sirasi sorti
yigilirsa, onda miisbot vo ya monfi hadlordon diizoldilmis siralar
dagilir.

Miitlaq yigilan siralarin xassalori

Xassal. Ogor (1) sirast miitloq yigilirsa vo comi S-dirsa,
onda hadlorinin yerinin doyisdirilmasindon alinan ixtiyari sira
miitloq y1gilir vo comi S-dir.

Xassd 2. YU, VO Y=y Vp siralart miitlaq yigilirsa,
comlori uygun olaraq S vo S; -so onda onlarin hasillorindon
diizoldilmis u;. v, (i, k = 1,2,3, ... ) siralar1 miitloq yigilir vo comi
S-S, -dir.u;v (i, k = 1,2,3,...) sokilli hasillorin biitiin miimkiin
hallarindan diizaldilmis sira Y—q U, Vo Yj—q U, miitloq yigilan
siralarin hasillori adlanir.

Misal Nel.Isbat edin ki, 1 — 4+ iz — % + % — -+« siras1 miitloq
2 22 23 2

yigilir.

Holli. Verilmis isarosini doyison sira Leybnis olamotino goro

yigilir. Onun hadlorinin miitlaq qiymatlorindon diizaldilmis sira

tortib etsok, onda sonsuz kigilon hondosi silsilo aliriq; bu sira

y1gilir. Hogigoton do verilmis sira miitloq qiymotco yigilir.

Misal Ne2. Isbat edin ki, 1-14+1 141 T4l sirasm
3 2 9 4 27 8

miitlaq y1g1lir.
Holli. Verilmis siranin miisbot hodlori yigilan hondoasi silsilo omolo
gatirir va cami 2 -dir. Analoji olaraq manfi hadlorden diizoldilmis
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1 1 g . .. .
SIfa ——— - — — —— — handasi silsilo omoalo gatirir vo comi

1. o g .3 ..
— E-dlr. Onda verilmis sira da y1gilir vo comi E-dur.

Misal Ne 3. Isarosini doyison siralarin yigilmasimi aragdirim.
(G O (=D"™n

a)Z?f:l Vn ’ b) Z‘;T;l n+1
Holli. a)Verilmis siranin hadlori miitloq giymatco monoton azalir:

1>—>—>
V2 3

\E

lim a,, = lim —== 0.

n—-oo n—-oo ﬁ
Ona gora do Leybnis alamatina gora verilmis sira y1gilir.
b) Verilmis siranin hadlori miitlaq qiymatca monoton artir:

! < 2 < 3 < li =1%0
25374 o T

Leybnis olamatinin gorti 6donmoadiyi ii¢iin verilmis sira dagilir.
Misal Ne 4. Gostarin ki,
1

3-3!+5-5!+7-7!
isarasini doyigon sira yigilir vo onun cominin toqribi qiymatini
0,001 doqiqlikls hesablayin.
Holli. Leybnis olamatinae gors siranin yigilmasini aragdiraq. Belo
naticaya golirik ki, onun hadlari miitloq qiymatco monoton azalir
\6)

1
li =0
oo (21 — 1)(2n — 1)
demoali sira yigilir.
Sonra verilmis siranin  miitlaq qiymati 0,001 -don kigik

haddi alanadok bir nego ilk ardicil hodlorini hesablayiriq:

1 1 1
_ 18" T 600’ ™ T T 35240
Isarasini dayisen siranin 0,001 doaqiqliklo qiymatini almaq {igiin
onun ilk ii¢ haddinin comini gotiiriiriik:

a1:1;a2:_
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1 11
1- - voml——+—— x 0,94
3.3 5.5 771 18 * 500 ~ 7%

§6.Funksional sira. Abel teoremi.
Qiivvot siralarmin xassalori
Tutaq ki, iimumi toyin oblasti olan funksiyalarin sonsuz
ardicillign verilmisdir: u, (x), u, (%), uz(x), ..., u, (x), ... Bu funk-
siyalardan diizoldilmis asagidaki ifadoyo funksional sira deyilir:

000 + 1 () + 500+ + 1y () + = )y (1) (1)
n=1

funksional siras1 xarqumentinin eyni giymotinds yigilan, basqa
giymotinds dagilan oiur. ©gar (1) funksional sirast x = x noqte-
sinds yigilirsa, onda deyirler ki, sira x, ndqtasine yigilir. x arqu-
mentindo siranin y1g1ldig1 noqtolordon ibarat olan ¢oxluq siranin
y1gilma oblast1 adlanir.9gar (1) funksional sirasinin biitlin hadlori
u,(x),x arqumentindon asili qiivvot funksiyasidirsa, onda sira
qiivvat siras1 adlanir.

ag + a;(x —x9) + a,(x —x0)% + -+ + a,(x — xg)™* + -+ (2)
X, verilmis odod, ay, a4, as, ... molum ododi omsallardir. x, = 0
oldugda asagidaki qiivvat sirasini aliriq:

o0

ag + a;x + a,x? + -+ apx™ + - = z a,x"™ (3)
n=1
Aydindir ki, (3) qlivvet siras1 x = 0 olduqda hor yerdos y1gilir.
Abel teoremi. ©gor (3) qlivvat sirast x = x,(x, # 0)y181-
lirsa, onda (3) siras1 |x| < |x,|barabarsizliyini 6dayan x-in ixti-
yari giymatindo miitloq yigilir. ©gor (3) qiivvat sirast x = x,
noqtosindo dagilirsa, onda (3) sirast |x| > |x,| borabarsizliyini
0dayan x-in ixtiyari qiymotindo dagilir.

Abel teoremindon cixir ki, ogor qilivvet sirast xy # 0
noqtasindo yigilirsa, onda 0,(—|x], |x,|)intervalinda yigilir. Isbat
etmok olar ki, yigilma noqtolori (x # 0) vo dagilma ndqtolori
olan ixtiyari qiivvat sirasi iigiin 3R > 0 var Ki,|x| < 0 olduqgda si-
ra y1gilir, |x| > 0 olduqda sira dagilir. Bu R adadi (3) sirasinin yi-
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gilma radiusu adlanir. Ogor x = 0 ndqtosinds (3) sirast yigilirsa,
onda R = 0. ©gar (3) siras1 x-in ixtiyari giymotindo yigilirsa,
onda R = . (3) sirasinin yigilma intervali (- R, R) -dir. Prakti-
kada (3) qiivvet siralarinin yigilma radmsu Dalamber olamoti
vasitosi ilo tapilir. Dalamber olamotini (3) sirasinin hadlorinin

miitloq qiymatindon diizaldilmis siraya totbiq edok:

n+1

An+1X An+1 An+1

=1l
apx™

= lim

n—-oo

lim

n—-oo

lx| = I]|x], lim
n—-oo

an an

1 1 1
llx| < 1; |x|<7; —7<x<7; —R <x <R(4)

Yi1g1lma radiusu
an

1 .
k= i rlll—I}olo An+1 (5)

(4) borabarsizliyini 6dsayan x-in biitiin giymatlorinds (3) sirasi
miitloq y1gilir.
Qiivvat siralarinin xassalori

1.Qiivvat sirasinin S(x) comi (- R, R) yigilma intervalinda kosil-
mozdir.
2. Yigilma radiuslar1 uygun olaraq R, voR, olan Y5_, a, x™ va
Yin=1 by x™ qiivvot siralarini hadbohad toplamaq, ¢ixmaq vo
vurmagq olar.
3. Qiivvat sirasini yigilma intervalinin daxilindo hadbohod dife-
rensiallamaq olar:

S(x) =ag+ a;x + ax? + azx3 + -+ a,x" + -+ (6)
—R < a < R olduqda asagidaki baraborlik 6donilir:

S"=a; +2a,x +3a3x% + -+ na,x" 1+ - (7)

4. Qiivvot sirasmi yigilma oblastinin daxilindo yerlogsmis ixtiyari

parcada inteqrallamaq olar:

fS(t)dt= jaodt+jaltdt+fa2t2dt+---+fant"dt+--- (8)

a a a a

a
—R<a<x<R.
Quivvat siralarinin  xassolori nozori tadqiqatlarda veo toqribi
hesablamalarda totbiq olunur.

. nlx™ - .
Misal Nel. »'%_; — - swrasuin y1gilma radiusunu tapin.
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n! n+1)!
Holli. a, = — i One1 = (mtL)

(n+1)n+1’
_ n!(n + 1)+
R = lim = lim =
n-» |lappql  now (n4+1)In"
C (n+D . o m+1\" 1\"
=11m—n=11m( ) =11m<1+—> =e. R=e.
n—oo n n—oo n n—oo

n
Misal Ne2. Y7 17 sirasinin yigilma oblastini tapin.
1

1
Holli. a, = E' An+1 = m,

n+1)!
R = lim(—)z lim(n+1) =
n—-oo n! n—-oo

R = o oldugundan arasdirilan sira x doyisoninin ixtiyari
qiymatinds yigilir.

n
Misal Ne 3.3, 7:? sirasinin yigilma oblastini tapin.

. 1 1
Holli. a, = E’ Apy1 = W,

 (n+ 137! o n+1
R=Ilim—— =3 lim
n—oo n3n n-o N

x = —3 oldugda —1 +%—§+ e (—1)”% + .-+ sirasint aliriq.

Bu sira Leybnis olamatine asason yigilir.
x = 3 oldugda harmonik sira aliriq, bu sira iso dagilir.

Hoagigaton do siranin yi1gilma oblasti [—3; 3) araligi olur.

MisalNe 4. Y, ;x;?l
Holli. (5) diisturuna ssason yi1gilma radiusunu tapiriq.
1 1 - (n+1)-2"
= lim —————=
n-on1 n+1)-2" n-ow n-2n71
—2<x+2<2=>-4<x<0 oldugda swra yigilir. x =0
olduqda dagilan sira aliriq:

co

1
Zn 2"1:2 ZE

n=1 n=1

Siranin y1gilma oblasti1 [—4; 0)-dr.

=3-1=3.

strasinin yigilma oblastini tapin.

R = lim

n—-oo

. 1 o .
Misal Ne 5. >, e x™ sirasinin y1gilma radiusunu tapin.
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1 1
Holli. a, = ——; ap4y1 = ———
= 7’ Il T gy

(5) diisturuna asason yi1gilma radiusunu tapiriq.
(n+2)7"+1 n+2
————| =7"lim

(n+1)7" n-oon + 1
Yigilma radiusu —7 < x < 7-dir.

R = lim =7.

§7.Funksiyalarin qiivvat siralarina ayrilmasi.
Teylor vo Makloren siralari

Xo noqtoesinin ixtiyar1 otrafinda toyin olunmus vo homin
otrafda(n + 1)-ci tortib toromolori olan ixtiyari f(x) funksiyasi
tictin Teylor diisturu beladir:

f( 0) f"(x0)

f(x) =f(xo) + (x —xp) + o (x — x0)* +
+ L) (- x0)3 oo 20 ()R, (1) (2)
_ F (o) n+1 :
R,(x) = m(x —xo)"", ¢ € (xg,x) - Lagranj formasinda

qaliq haddidir. (1) diisturunu qisa olaraq bels yazmagq olar:
f(x) = Fi(x) + +R, (%)

Pu) = £ ) + 02 ) 4+ L0 (2 4
+ ! 1(1' Xo) (x — xo)"
Teylor goxhadlisidir.

Ogor f(x) funksiyasinin x, noqtasinds ixtiyari tortibadok
toromasi varsa vo galiq haddi n — oo-da R,,(x) — 0 olarsa, onda
Teylor diisturundan f(x) funksiyasinin (x — x,) qiivvatina gora
Teylor sirasi adlanan siraya ayirmagq olar:

£ = f) + 50 (o gy = ST TS )

Ogor Teylor sirasinda x, = 0 yazsag, onda x qiivvatino goro
Makloren sirasini aliriq:
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© 'O, . f"(0) & F1(0)

f(x) =£(0) +f1! x+f2! x? +f 30 x2 4= Zfo" 3)
n=o

Teylor sirasin1  sonsuz sayda diferensiallanan ixtiyari funksiya

liclin qurmagq olar.(ancaq bu kafi sortdir).

Teorem 1. f(x) funksiyasinin Teylor sirasiin x
noqtasinds f(x)-o yigilmasi tigiin zoruri vo kafi sort bu noqtodo
Teylor sirasinin qaliq haddinin sifra yaxinlagmasidir:

lim R,(x) =0
n—-oo
Ishati. Tutaq ki, (2) Teylor sirast x, ndqtasinin hor hansi otrafinda
f (x) funksiyasma yigilir, yoni f(x) = lim S, (x). (2) sirasinin n-
n—-oo

ci xiisusi comi S, (x) Teylor ¢oxhadlisi:P,(x) ilo tst-iisto diisiir:
Sp(x) = B,(x). Onda alinq:

lim R,,(x) = lim (f(x) — K, () =
= () = lim §,(x) = f(x) = f(2) = 0

Tarsino, tutaq ki,
limR,(x) =0
n—oo

f@) = lim S, (x) = lim B, (x) = lim (f (x) — Ry (x)) =

= (fG) = lim R,(0) = f() = 0 = f(x)
Qeyd. ©gor (2) Teylor sirast f(x) -0 yigilirsa, onda Teylor
diisturunun qaliq hoddi siranin qaligina barabordir.

Teorem 2. Ogor f(x) funksiyasinin biitiin téromalorinin
miitloq giymatlori x, ndqtasinin hor hansi strafinda eyni M > 0
odadi ilo mohduddursa, onda bu otrafdan gotiiriilmiis ixtiyari x
tiglin f(x) funksiyasini Teylor sirasina ayirmaq olar.

Misal Nel. f(x) = x® — 3x funksiyastm x — 1 qiivvotino goro
Teylor sirasina ayirin.
Hollii x—1=x—-a=a=1f1)=13-3-1=-2. f(x)
funksiyasini {i¢iincii tortibodok diferensiallayiriq:
f'(x)=3x%2-3; f'(1) = 0.
') =6x; f"(1) =6; f"(x) =6;f"(1) =6
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(2) diisturuna osasan aliriq:
6 6
f(x)=-2 +§(x— 1)? +§(x -1)3 =

=-24+3x-1)?%?+(x-1)3
Noticodo aling: x3 — 3x = =2 + 3(x — 1)? + (x — 1)3
Misal Ne 2. f(x) =x3—5x%+8x+3 funksiyasimi x — 2
qiivvating gora Teylor sirasina ayirin.
Holli. f(x) funksiyasini diferensiallayiriq.

f'(x) =3x2—-10x + 8; f"(x) = 6x — 10;

£ (x) =6; f™(x) =0,n> 3.
f@ =72 =0 f"(2)=2 ") =6f™(2)=0n>3
(2) diisturuna osason aliriq:
x—2 (x — 2)? (x —2)3

= 2
f(x)7+10+12 +1236

Noticodo alirq:x3 — 5x +8x+3=7+(x—-2)%+ (x—2)3.
MisalNe3. f(x) = x* — 4x? funksiyasim x + 2 qiivvotino goro
Teylor sirasina ayirin.

Holli. Teylor sirasina asason

FG0 = ) + 150 G + 1500 e
m v
f;”<—%f+iéﬁw—%ﬁ
X+2=x—xy>x9y=—2.

f(=2)=(=2)*—4-(-2)2=16-16 = 0.
f (x) funksiyasini dordiincii tortibodok diferensiallayiriq:
f'(x) =4x3 —8x; f"(x) = 12x% —8; f"(x) = 24x; fV(x) = 24.
Xo = —2 noqtasinds funksiyanin téromalarinin qiymatini tapiriq:
f'(=2) =4(-2)%*-8-(-2)=—-32+16 = —16;
F(=2) = 12(=2)? — 8 = 48 — 8 = 40;
F(=2) = 24(=2) = —48; [V (-2) = 24.

flx) = —E(x+2)+g(x+2)2—

48 3 24 4
—a(x+2) +Z(X+2)
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Noticado aliriq:
x* —4x? = —16(x +2) + 20(x + 2)? — 8(x + 2)3 + (x + 2)*
MisalNe 4. f(x) =% funksiyasii x + 2 qiivvatine goro Teylor

sirasina ayirin.
Holli. Teylor sirasina asason

£ = £ + 700 ) + L00
+fm§. )(x—xo)3+---+fn( ) (5~ "
x+2=x—x0:>x0:—2.f(—2)=—%.

flx) = Z funksiyasmln toromolorini tapaq:
1 n —2\/ -3 2
fre)=—7: ff)=(=x") =227 =—3;
1
f"x)=@2-x3)' =-6x7% flV(x) = (—6x7%)" = 24-;,
Xo = —2 noqtasinds funksiyanin téromalarinin qiymatini tapiriq:
1 1

/_2 =——; " _2 =_
FED=-gi D=
f"(=2) = g fY(=2) = T

1
1 2 2 4

f(x) ————(x+2)+—(x+2)

_3 _3

8 34 _ 4 4
+3! (x +2)° + 2 (x+2)*+
Noticado aliriq:

1

L iy lerr— Lo Lroe
x 2 & g ¥ 16 F 32 ¥

Elementar funksiyalarin Makloren sirasina ayrilmasi
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f(x) funksiyasin1 Makloren sirasina ayirmaq ti¢iin asagida-
kilar1 yerino yetirmok lazimdir:
Q) f'(x), f"(x), f" (%), .., f ™ (x), ... toromolorini tapmag;
b) toromalorin qiymatini x, = 0 ndqtosindo hesablamag;
c) verilmis sira iiciin Makloren sirasini yazmaq va yigilma radiu-
sunu tapmag;
d) n = o sartinde Makloren sirasinin qaliq haddi R,,(x) — 0 olar-
sa, (- R, R) intervalim1 tapmali. ©gor belo interval movcuddursa,
onda f(x) funksiyasi vo Makloren sirasi tist-iisto diisiir.
Qeyd. Qiivvat sirasinin yigilma intervalinda galiq hoaddi sifra
yaxinlasir.
Elementar funksiyalarin qiivvat sirasina ayrilis1 cadvali asagida-
kidar:

2 3
Tl T, —o<x<w® (4)
3 5 7
smx—x—’;—‘+%——+ + (= 1)nén+1),+“',—00<x<°0(5)
4
cosx=1—;+;— + (- 1)"(’;1)‘ -, —0 < x < o(6)
A +x)m =142 OO mOD et D o g < < 1(7)
' , ! !
= ltx+x? x4, x€(=11)(8)
_ x3 XS x7 x2n+1 1.
arctgx = x__+___+...+(—1)n(2n+1)+-~,xe[ 1;11(9)
2n+1
smhx—x+ + + T+t +, —oo<x <o(10)
(2n+1)'
2n
coshx—1+ + -+ - +(2), e, —o0 < x < oo(11)

+1x+13x+135x7+

arc(smx)—)chZ st 2 T e
1-:3-5..2n-1) x?2"

246..(2n)  2n+1 €[-1;1] (12)

In(1+x) =x — 2+ 5 - Z 4 (D2 4 x € [-1;1](13)
2 3 4 n+1 ! !
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§ 8. Eyler diisturu im A

Je¥=cosp+ising
1

e*, cosx,sinx funksiyalarimin
ayrilisindan Eyler diisturunun sin g

alinmasinda istifado edok. n _

Ogor x hoqiqi adoddirss, onda Ocose |1 peo
x x* x3
=1+— T + E + y + -

oger z = x + iy, x Vo y hagiqi sdsdlsr, Eyler diisturunun hondosi

i =+V—1olarsa fmonast
2 3
:1+£+Z_+Z_+..., (1)
1! 2! 3!
Dalamber alamatini
|z| IZI2 |z|3
1+ 4+ + (a)
3!

sirasina totbiq edoarok aliriq kl, |Z| -in hor bir giymatinds (a) sirasi
yigilir. Onda (1) siras1 da yigilar. Xiisusi halda z = ix, x-haqiqi
ododdir.

e =1+

. o N3 sed reNE e
(ix) +(l>€) +(lx) (ix) +(lX) +(lx) N

1! 2! 3! 4! 5! 6!
(ix)”  (ix)®
T T
P=-13=—pi*=1i>=0i°=-1;,i"=—i; i®=1; ...
Vo s. aling:
. ix x? x3  x* x> x® x7 xB
e = +F—?—l §+—+l'§—a—l —+§+"'

Va ya haqiqi va xayali hissalari ayiraraq aliriq:

4
e* = (1——+Z—’;—6+—8— ) +z(x——+§—;+ )
sin x Va cos x-in ayrilisindan goriiriik ki, I motarizods cos x-in, 11
motarizads iss sin x-in ayrilist durur.
Demoli asagidaki maghur diisturu alirq:

e = cosx + isinx 2)
x-1 —x-1a - 1o avaz edarak aliriq:
cos(—x) = cos x,sin(—x) = —sinx.
e ™ = cosx —isinx 3)
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(2) va (3) moshur Eyler diisturlaridir. (2) va (3)-ii cos x vo
sin x -2 nozaran hall edarak aliriq:

eix + e—ix eix _ e—ix
) Cosx = > ; Sinx = >
Umumi halda
z=x+yi
olarsa
ex+iy =¥ eiy.
Hoagigoton

e Y = e*(cosy + isiny)
.
Misal Nel. e'*2'-ni hesablayin.
TT.
Holli. e'*z' = ¢ (cosg +i sing) = el.

Misal Ne2. 7 = 4es' istlii kompleks adadini cabri formada yazin.
Holli. Kompleks adadlar ti¢iin Eyler diisturundan istifado edok.

o4 7T..7T_‘/§._1_ .
z = 4es —4(COSE+I,SIDE)—4(7+1 > = 2+/3 + 2i.

§ 9.Qiivvat siralarimin taqribi hesablamalara tatbiqglari

L. Trigonometrik funksiyalarin giymatlarinin hesablanmasu.
Misal Nel. cos10° -nmn (0,0001 dogiglikle) togribi giymotini
hesablayin.
Holli: Bucagin daracs 6l¢iisiinii radianla ifads edok.
. /[ /[
10 = — - —
cos10 005128, X 48
i T
e @@
18 2! 4!
Vo ya
2 4
cos10 = 1 — AT | OIS . )

01745 _(02)* 00016
4! 24 24 ’

oldugundan (1) ayrilisginin iki haddi ilo Kifayatlonacayik.
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. (0,1745)2
cos10’ ~ 1 —————~0,9848

Misal Ne2. sin18° -nin (0,001 doqigliklo) togribi giymotini
hesablayin.

. . o . T Vs
Halli. sin18 =sin—;x = —
—_ 10 10

\3 \5
e @ @
10 10 3! 5!
Alinmus sira isarasini doyison sira oldugundan Leybnis teoreminin
sartlorini 6dayir, tiglincii hadd isa 0,001-don ki¢ik oldugundan
sin 18" ~ 0,3142 — 0,0052 = 0,309

I1. Kokalti ifadalorin taqribi hesablanmasi
Misal Ne3. V630 odadini 0,0001 dogigliklo hesablayin.
Holli.

V630 = V625 + 5 = /625(1 + 0,008) = 53/1 + 0,008 = 5(1 + 0,008)
§7 - doki (7) binomial sirasindan istifado edok. x = 0,008 vom =
1 <
" gobul edarok asagidakini alariq:

sin

3-7
64 - 3!

1
(1 + 0,008)i = 1+~ 0,008 —

2
2 16_21(0,008) +

(0,008)3
Vo ya
1+ 0,008)% =1+ 0,002 — 0,000006 + 0,000000028 — ---(a)

Ogor isarasini doyison (a) sirasinda birinci iki hoddi
gotiiriib qalan hodlori atsag, onda 3/1 + 0,008-ii hesablayarkon
Xata miitlog giymatca 0,000006-n1 agsmir. Onda
V630 = 53/T + 0,008-i hesablayarkon xota

5-0,000006 = 0,00003 < 0,0001.

Hoagigoton do

V630 = 541+ 0,008 ~ 5(1 + 0,002) = 5,0100
Misal Ned. /640 odadini 0,01 dogiglikls hesablayin.
Holli.

1
: N s 1 1
3640 = Y512 + 128 = J512(1+Z)=8\/1+Z=8(1+Z>3 -
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=8 (1 + ! ! + > )
12 144 ' 5134
Talab olunan dagigliyi tomin etmok tigiin isarasini doyison siranin

ilk ti¢ haddinin cobri comini gotiiriiriik. Belaliklo,

1
64 ~8(1+E—m)z8,61.

ITI. Miiayyan inteqrallarin taqribi hesablanmasi

Tutaqg ki, Nyuton-Leybnis diisturunun vasitasi ilo hesablana
bilmayan f: f(x)dx miioyyan inteqralin1 hesablamaq lazim golir.
Ogor inteqralalti funksiya f(x) qiivvet sirasina ayrilirsa, [a, b]
inteqrallama pargasi bu siranin yi1gilma oblastina daxildirss, onda
yigilan siranin yigilma oblastina daxil olan ixtiyari pargada
inteqrallanma51 faktina (teorem) arxalanaraq alariq:
f! (0) f "(0) 2. f (")(0)

20 n!

jf(x)dx— ny | dx

Misal No5. fo e"x dx-i1 0,001 dogiqgliklo hesablayin.

Hoalli.Verilmis inteqral {i¢iin Nyuton-Leybnis diisturu totbig oluna

. .. 2 PR
bilmadiyindon e ™" -ni qlivvat sirasina ayiragq.

e* funksiyasinin ayrilisinda x-i —x?2 ilo ovoz edok.
2 .4 .6 2n

1
_x2d L x2 x4 x6 x8 x10 d B
crde== Tty yta e s
0

5 7 11 1
X X X 1 1 1
[x——+———+—— +] =1--4+—-———+4+
21’5 31-7 419 51-111 0 3 10 42
1 1
216 1320
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Alinmis isarasini doyison sira Leybnis teoreminin sortlorini
Odoyir. Bu siranin altinci haddi miitlog giymatca 0,001-don kigik

oldugundan, onda ilk 5 haddin comi ils kifayatlonirik. Beloliklo
1

fxd~1 L, 1. o7
x 3710 42" 216 7
0

Misal Ne 6. fz Sin 2xdx

-1 0,001 doaqigliklo hesablayn.

Halli. inteqralalt: ifadoni qiivvot sirast soklindoa géstorok

SN X funksiyasinin qlivvet sirasina ayrilisinda x-i 2x-ls ovoz edok

sin2x = 2x — (2x)° N (2x)*>  (2x)7

3! 50 7!
sin2x 23-x%  25x* 27x®
P TR TR
1 1
SLand ‘ 23x2  25x*  27x®
f . x=J<2— 3 + T + )dx=
0 0
222 2 ...]5_ 1,11
3! 5!'5 77 18 ' 600 35280

Almmus isarasini doyison sira Leybnis teoreminin sartlorini
Odoyir. Siranin dordiincii  haddi  miitlog giymoatco 0,001-don
kigikdir. Talab olunan dagigliyi tamin etmak figiin ilk {i¢ hoddin
comini gotiirmoak Kifayatdir.

. lsin 2xdx
Hogigetondo  [2——~1—— + a 0,946.

Misal Ne 7. fz \/_ inteqralin1 0,001 daqiglikls hesablayn.
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1 1 St
— 2
031+x2—f0(1+x ) 3dx.

Integralalt: funksiyam qiivvot sirasina ayiraq. §7-nin (7) sirasinda

m= —gva x-i x? ilo ovoz edok.
1 2 14
1+x2)5=1-2 -
(+x)3 3x +9x 81x+

[0; %] integrallama pargasi verilmis siranin (—1; 1) yigilma

oblastina daxildir Onda

2 14
_Z - dx =
f —1+x2 f x +9x 81x + - ) X
3 x3+2x 14x7 |§_1 1+ 1 7 N
¥ 79 "5 " 567 072 72 720 36288

Alimus isarasini doyison sirada dordiincii hadd miitlaq
giymatca 0,001-don kigikdir. Hagigaton ds talob olunan doqigliyi
tomin etmok tigiin ilk ti¢ haddin cabri comini hesablayiriq:

] 1 1+1 39
0 ¥T+x2 2 72 720 80

Atilan hadlordon birincinin igarasi manﬁ oldugu tgilin togribi

= 0,4875.

giymoti 0,001 deqlqllkle gotiiriiriik: fz

\/_ ~ 0,487.

Misal Ne 8.

Holli. sin x funk51yas1n1n Makloren sirasina ayrilisinda x-i 4x-1o
ovaz edok. Onda aliriq:

(4x)®  (4x)° (4x)’
31 s T T

sin 4x 43x2  45x*  47x6
Onda =4 — + — + -
3! 5! 7!

Inteqrallayaraq aliriq:

sindx = 4x —
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f% sin 4x 4 f% l4 432 N 45x%  47x6 N l 4
x — —_— —_— e x
. . 30 T 51 70
: 1 1 1

=117 %00 35280 " "

f%sin4xd _[a 43x3+45x5 47x7+
A e TR T TR

Isarosini doyison siranm dérdiincii hoddi 0,001 - don
ki¢ikdir. Ona gora do inteqralin tagribi giymatini hesablamaq tigiin
siranin ilk ti¢ haddinin comini gétiirmoak Kafidir:

J‘%sin4xd 1 1+ 1 0.946
x T 718700 Y

§10. Periodik funksiyalar. Trigonometrik Furye siralar

1. Periodik funksiyalarin asas xassalori
2. Trigonometrik Furye siralari
3. Periodu 2m olan funksiyalarin Furye sirasina ayrilmasi. Dirixle
teoremi
4. Tok va ciit funksiyalarin Furye sirasina ayrilmasi
5. Ixtiyari periodlu funksiyalarin Furye sirasina ayrilist

Miixtolif periodik proseslorin &yronilmasi zamani, (yani
miioyyon zaman aninda tokrarlanan: radiotexnika, elektronika,
elastiklik nazariyyasi va s.) bu proseslori ifados edon funksiyalar
quvvat sirasmna deyil, trigonometrik siraya ayirmaq mogsodo
uygun olur.

D oblastinda toyin olunmus periodu T olan y = f(x)
funksiyas1 agagidaki sortlori 6dayirss, periodik funksiya adlanir:

Vx €D, Vix+T)eED = f(x+T)=f(x)
Periodik funksiyalarin asas xassalori:
1. Eyni T periodu olan funksiyalarin cobri cominin periodu T-dir.
2. ©goar f(x) funksiyasinin periodu T-dirss, f(ax) funksiyasinin

periodu g-dlr. Haqigaton do
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f<a-(x+§>) = f(ax +T) = f(ax).

3. Ogor f(x) funksiyasmin periodu T -dirsoa vo [xy,x;] € R

parcasinda inteqrallanandirsa, onda Va,b € [x,,x;] lgiin
a+T b+T

ff(x)dxzf f(x)dx.

Trigonometrik Furye siralart

Belo adlanan triqgonometrik siralarin komayi ilo ixtiyari
periodik siran1 Furye sirasina ayirmaq olar.
Asagidaki sokildo verilmis funksional sira triqgonometrik sira

adlanir:
a
70+ a; cosx + b, sinx + -+ a, cosnx + b, sinnx + +-- =

Qo N :
= ?+ Z a, cosnx + b, sinnx
n=1
Ag; Ay; ap(n =1,2,...) ododlori siranin omsallar1 adlanir. (1)
sirasini hamginin agsagidaki kimi yazmagq olar:
o0

a
?0 + Z A, sin(nx + ¢,,) (2)
n=1

Hogigaton do a,, = A,_l sin@,, b, = A, cos @,, gabul etsok
alariq:
a, cosnx + b, sinnx = A, sin(nx + ¢,).
a
A, =+aj + b3 ; tgq)nzb_n
n
Bizo lazim olan diisturlar1 yazaq. m vo n-in miisbat tam odad

oldugunu nazars aldiqdan sonra aliriq:
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sinnx

b4 |n

=0 (n+0
jcosnxdx= n " ( ) 3)
-TT

X |’E,T = 2n(n =0)

s
J sinnxdx =0 4)
-1

Vs 1 Vs
f cosnx - cos mxdx = > f(cos(m + n)x + cos(m — n)x)dx =
o o _ (0 (m=#n)
N { m(n=0) ©)
f_nn sinmx - cosnxdx = %f_”n(sin(m + n)x + sin(m — n)x)dx = 0(6)

3

f sinmx - sinmxdx = 3 f(cos(m —n)x —cos(m+n)x)dx =

0 (m=#n)
B { n(n =0) ()
Qeyd/or.
1. (3)-(7) diisturlar1 gostorir ki, asagidak: funksiyalar ailosi:
cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x. sin 3x, ..., cos nx, sin nx, ...

ortoqonalliq xassasine malikdir: uzunlugu 27 olan intervalda bu
ailodon olan ixtiyari iki funksiyanin hasilinin inteqrali sifra
borabordir.
2. Inteqrallama oblast1 [0; 2r]pargast olduqda da (3)-(7) diisturlari
Odonilir.

Tutaq ki, f(x) funksiyas1 periodu 2m olan ixtiyari
funksiyadir. f(x) funksiyasmin triqgonometrik siraya ayrildigimi
gobul edak:

f(x)—70+za cosnx + b, sinnx (8)

n=1
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f (x) funksiyasinin periodu 27 oldugundan ona uzunlugu 27 olan
ixtiyari pargada baxmaq olar. Biz [—m; ] pargasini gotiiriiriik.
Tutaq ki, (7) sirasin1 bu par¢ada hadbohad inteqrallamaq olar.

a, Vo b,, omsallarini miioyyon etmak iiclin (8) diisturunu
- T- dan m-yadok inteqrallayaq'

ff(x)dx = f—dx + Z (an fcosnxdx + b, smnxdx)

-7

i
a
= f?odx = Q.

Sifirinct haddon basqa s1rar_11n biitiin hadlori (3) vo (4) diisturlarina
osasan sifra barabordir.

1 T
a == f f()dx ©)

(9) diisturunun har iki torafini cos mx-2 vurarag vo - r-dan
- yedsk 1nteqrallayaraq a11r1q

T

jf(x) cosmxdx = — f cosmxdx + Z(an f cos mx cos nxdx +

-7
s

+b, f cos mx sin nxdx).
-7

(3), (5),(6) diisturlarina asasan m = n olduqda aliriq:
T

f f(x) cosnxdx = a,m.

ff(x) cos nxdx, n=123,..(10)

Analoji olarag (9) dusturunun hor iki torofini sinmx -5
vurarag Vs - m-don m-yadak inteqrallayaraq aliriq:
TL'

1
= - ff(x) sin nxdx, n=123,..(11)
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(9), (10), (11) disturlarindan tapilan aga,, b, ododlorind
Furye omsallari, (1) diisturundaki trigonometrik sira Furye sirasi
adlanir.

[—m, ] pargasinda inteqrallanan f(x) funksiyasi tigiin yazilir:

a
f(x)~7o + Z a, cos nx + b, sin nx
n=1
va deyirlar: f(x) funksiyasina onun Furye siras1 uygundur. ©gor
Furye siras1 yigilirsa, onun comini S(x) ilo isars edirlor.

Periodu 2 olan funksiyalarin Furye sirasina ayrilmasi.

Dirixle teoremi. Tutaq ki, periodu 2w olan f(x) funksiyasi
[—m, ] pargasinda asagidaki iki sorti 6doyir:
1. f(x) hisso-hisso kesilmoz funksiyadir; yoni kosilmozdir vo ya
sonlu sayda I nov kesilmo ndqtolori vardir.
2. f(x) hisso-hisso monoton funksiyadir; yoni biitiin pargada
monotondur, vo ya bu pargani sonlu sayda els intervallara bolmok
olar ki, bu pargalarin har birinds funksiya monotondur.
Onda f(x)-o uygun olan Furye sirasi bu par¢ada yigilir vo
asagidaki sortlori 6doyir:
1. Funksiyanin kosilma noéqtalorinds  siranin  S(x) comi
funksiyanin 6z ilo iist-iisto diisiir:
fx) =S(0).
2. Funksiyanin har bir x, kasilma néqtasinds siranin comi
_ flxo—0)+ f(xo +0)
S(xo) = )
yoni f(x) funksiyasinin sagdan vo soldan limitlorinin ododi

ortasina baraboardir.

3.x = —m Vo x = m ndqtalorinda siranin comi
—m+0)+ f(r—0
S = s = [CTFO+/E=0)

Toak va ciit funksiyalarin Furye sirasina ayrilmasi
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Ogor [—m, ] parcasinda f(x) funksiyasini Furye sirasina
aywrarkon f(x) funksiyasmin tokliyini vo ciitlitylinii nozars alsaq
onda diisturlar bir-birindon Furye oamsallar1 ilo farglonar.

Ogar f(x) funksiyasi clitdiirss, onda Furye sirasi asagidaki
soklo dusor:

0 4 Z a, cosnx @)

n=1

fGx) =

NS

Burada
_2 [ d _2 [ d N 2
ao—;ff(x) x,an—Eff(x)cosnx x,n € 2)

0 0
Ogor f(x) funksiyasi tokdirss, onda Furye sirasi asagidaki
soklo diisar:

f(x) = ) by,sinnx (3)
bn=%ff(x)sinnxdx,n€N 4)

0
Riyazi analiz kursundan bilirik ki, agor f(x) funksiyasi [—a, a]
simmetrik parcasinda inteqrallanandirsa, onda
a 2 (% Fx)dx f(x) cutdirss,
f_af(x)dx Z{ fo ](;( ) 9ggr{f(x) tokdirsa.
Ogor f(x) ciit funksiyadirsa onda f (x) cos nx ciit funksiyadir:
(f (—x) cos(—nx) = f(x) cos nx)
f(x) sinnx isos tok funksiyadir: (f(—x) sin(—nx) = —f (x) sin nx).
Ogar f(x) tok funksiyadirsa, onda f(x) cosnx tok funksi-
yadir; f(x) sin nx isa ciit funksiyadir.

(1) vo (3) siralar1 natamam triqonometrik siralar vo ya
sinuslardan vo kosinuslardan asili triqgonometrik siralar adlanir.
Misal 1. f(x) = x,x € (—m; ) , T = 2@ Furye sirasina ayirin.
Hoalli. Sakil 1-do verilmis funksiyanin qrafiki tosvir olunmusdur.

y =x  funksiyas1 Dirixle sortlorini 6dayir. Bu funksiya tok
funksiyadir.
Hogigotondo a, =0, n=10,1, ...,
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T

x - 1 - 2, @
xsmnxdx—— ——cosnx|0 +—Zsmnx|0 =—(——)cosnn,
n n T\ n

ﬁIN

0
yani b, = ; - (—=1)™1(n € N). Furye swras1 yalmz sinuslardan
ibarat olur:

v = flz) v y=5(z)

. b /S S L
_V‘GV 3:/ T /’--:V]ﬂ: 3? =z

walil 1
_iz (—1)™*1 - i _2<sinx sin2x+sin3x )
X = 2w sinnx = 1 > 3
Bu zaman (sokil1l-o baxin)
—mT+T7
S(xm) = =0.

Misal 2. f(x) = x?; — < x < 1. (s0k.2) Periodu 27 olan f(x)
funksiyasini Furye sirasina ayirin.

Hoalli. Verilmis funksiya ciitdiir. Hagigaton do b,, = 0. (2) diistu-
rundan a,-1 tapagq.

2 j” 24, = 2|%° * 2n?
ay=—| x“dx=—-|=| =—
° "), x|3 3
0
(2) diisturundan istifados edorak a,, omsalini tapagq :
™ 2 nx nx 2sinnx]” 1
an = —f x2 cosnxdx = [x sin— + 2xcos———] = — cosnm.
0 T n n? 0

T n?

( Bu inteqrali hesablayarkon hissa-hisss inteqrallama diisturunu
iki dofo totbiq edirik.)
Beloliklo,
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-— n ciit olduqda

— n tok olduqda
Hagigatan do,

, T cos2x cos3x
fx) =x =?—4<cosx— 52 + 32 —)

Almmis boraborlik Vx tiglin dogrudur. Xiisusi halda x =0

olduqda aliriq:
f=4@_1+1_1+ )
3 22 23 43
m? 1 1 1
2l TETE T
YA

—4m —3m =2 - 0 T 2x 3m 4m X

Sokil 2

Ixtiyari periodlu funksiyalarin Furye sirasina ayrilisi

Periodlar1 2m-don forqli olan funksiyalar1 da Furye sirasina
ayirmagq olar.
Tutaq ki, [—[; ] parcasinda toyin olunmus funksiyanin periodu 2I-
dir. f(x+20) = f(x), l-ixtiyari miisbat odaddir) vo bu pargada

Dirixle sortlorini 6dayir.x = it avazlomasi apararaq f(x) funksi-
yasini ¢(t) = f(% t) ilo avoz edok. Bu funksiya [-m, ] parcasinda

toyin olunmusdur vo periodu T = 2.
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Hogigoton do ogar t = —m olarsa, x = —1[; ogort = mwolarsa x = [
olar.
—t<t<nm=l<x<lL.

e(t+2) = f(%(t+ 27r)> = f<£t+ 21) = f(l;t) = @(t),

@(t+2m) = @(t)
@ (t) funksiyasinin [- 7, ] par¢asinda Furye sirasina ayrilisi belo
olur:

p(t) = 70 + Z a, cosnt + b, sinnt,

n=1

1
a, = p- f ¢ (t) cosntdt, (n=0,1.23,.. ),

-7
s

1
b, = p- f @(t) sinntdt, (n=123,..).
-1

x doyisonina kegorok Vo t=”Tx,dt=%dx oldugunu nozors
alaraq

0 - nx
f(x)—7+;anc +b smT (D
burada
1
1
a, = 7 ff(x) Cosgdx(n =012...) (2)
1_1 l
=7 ff(x) sin?dx(n =1,2,...) 3)

<1
(2) va (3) disturlart ilo tayin olunan (1) siras1 periodu T = 27w
olanf (x) funksiyasinin Furye sirasina ayrilist adlanur.
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dlava
Yunan alifbasi

Ne | Boyiik yunan | Kicik yunan | Adi

1 A a alfa

2 B B beta

3 r y gamma
4 A ) delta

5 E € epsilon
6 Z { zeta

7 H n eta

8 0 0 teta

9 | L yota

10 K K kappa
11 A A lyambda
12 M U mi

13 N v nii

14 = & ksi

15 0 0 omikron
16 I1 1 pi

17 P p ro

18 z o sigma
19 T T tau

20 Y v ipsilon
21 iy [0 fi

22 X X Xi

23 b4 Y psi

24 QO W omega

Montiqi riyazi isaralor:

v ixtiyari
3 elo

A Vo

\ vaya
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